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Résumé. — Soit n > 2, r > 2 et d > (r + l)(n — 1) + 2 des entiers. 
Nous montrons qu'un d-tissu de codimension r sur un germe de variété de 
dimension rn est algébrisable au sens classique s'il est de rang maximal, 
sauf peut-être lorsque n>3etd = (r-|-2)(n — 1) + 1. Dans ce dernier 
cas, nous montrons qu'il est algébrisable, mais en un sens généralisé. 



Cet article concerne ce que nous appellerons la théorie abélienne des 
tissus. Nous étendons aux tissus de codimension quelconque le théorème 
d'algébrisation des tissus de codimension un et de rang maximal de 
Trépreau |22] . Nous répondons ainsi au problème posé par Chern 
et Grifïiths dans [B], [Z]. L'objet de cette présentation générale est 
d'énoncer notre résultat, après les quelques préliminaires nécessaires à 
sa compréhension. Les notions introduites rapidement ci-dessous sont 
définies précisément dans les deux premières sections du Chapitre 1. 

Un (i-tissu T = {J^i, . . . , J-'d} de codimension r sur un germe (M, xq) 
de variété analytique complexe fisse est une famille de d feuilletages 
réguliers de codimension r de {M,xq), vérifiant une condition de <c posi- 
tion générale ». 

L'exemple suivant est fondamental. Soit Z C P'+^^i une variété pro- 
jective de dimension r et de degré d, telle qu'un {n — l)-plan général 
rencontre Z en d points qui sont en position générale dans ce plan. La 
dualité projective permet de lui associer un d-tissu algébrique Tz de co- 
dimension r sur la grassmannienne Gr,n des {n — l)-plans de P''+"'-i. 

Au point générique de la grassmannienne, ce tissu algébrique induit un 
germe de tissu, au sens du paragraphe précédent. Nous dirons que Tz, ou 
un germe de tissu défini par Tz, est un tissu algébrique grassmannien. 
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La grassmannienne G^^n est une variété de dimension rn. Nous suppo- 
sons maintenant que le germe (M, xq) est de dimension rn avec n > 2. 

La théorie abélienne des tissus naît en 1932 avec l'introduction par 
Blaschke de la notion de relation abélienne d'un tissu dans le cas des 
tissus plans, notion étendue peu après aux tissus de codimension un et 
beaucoup plus tard, dans Griffiths et Chern-Griffiths [7], au cas qui 
nous importe ici. 

Pour j = 1, . . . ,d, soit flj une normale définissante du feuilletage J^j. 
Une relation abélienne du tissu T est un ci-uplet de normales fermées 
{fifli, . . . , fdfld), i-e. les fj sont des fonctions analytiques sur (M, xq) 
telles que d{fjQj) = 0, vérifiant la relation ^^=1 fj^j = 0. Le rang du 
tissu T est la dimension du C-espace vectoriel de ses relations abéliennes. 

Des bornes sur le rang d'un tissu ont été données par Bol (1932) pour 
(r, n) = (1,2), par Chern (1935) pour r = 1 avec n quelconque. Dans [7] 
Cliern et Griffiths considèrent le cas général et montrent, et cette borne 
est optimale, que le rang du tissu T est au plus égal au nombre 



Revenons au cas d'un tissu algébrique sur la grassmannienne Gr,n défini 
par une sous- variété projective Z de P'"+"~i^ de dimension r et de degré 
d, que nous supposons, pour simplifier, irréductible et lisse. 

Il résulte de la borne précédente et de la version générale du théorème 
d'Abel donnée par Griffiths que le genre géométrique de Z est ma- 
joré par pr^n{d)- C'est une généralisation intéressante de la borne classique 
de Castelnuovo pour le genre des courbes de P" de degré donné. Peu 
après, Harris |12] a caractérisé, mais essentiellement dans le cadre des 
variétés irréductibles et lisses, les variétés qui sont de genre géométrique 
maximal. 

C'est le problème de la réciproque, posé à cette époque, que nous 
résolvons ici. Notre résultat principal est le suivant. 

Théorème. — Soit T un d-tissu de codimension r et de rang maximal 
Pr^n{d), avec r > 2 et d > {r + l){n — 1) + 1. 

Si de plus d ^ {r + 2){n — 1) + 1 ou si n = 2, il est localement 
isomorphe à un germe de tissu algébrique grassmannien. 

Si d = {r + 2){n — 1) + 1 et n > 3, il est localement isomorphe à un 
germe d'un tissu algébrique, éventuellement non grassmannien. 



PrAd) = Yl 



h=0 




X max {d — {r + h){n — 1) — 1,0). 
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Si d < r{n — 1) + 1, le nombre Pr,n{d) est nul et la question de la 
réciproque ne se pose pas. Même si la première condition de l'énoncé 
écarte les cas oiir(n — 1) + 1 < d < (r + l)(rî — 1) + 1, qui mériteraient 
d'être étudiés, elle est naturelle pour des raisons géométriques et compte 
tenu de la méthode que nous utilisons. 

Si n = 2 ou si (i 7^ (r + 2) (n — 1) + 1, nous obtenons le résultat attendu. 

Le cas d = {r + 2){n — 1) + 1 avec n > 3 est une surprise. Il faut 
alors introduire une classe plus générale de tissus algébriques pour avoir 
l'énoncé ci-dessus. Le problème de la détermination des (i-tissus de rang 
maximal pour cette valeur de d reste ouvert. Nous donnerons dans un 
article à venir [20j, pour quelques valeurs de r et de n, des exemples 
de d-tissus de rang maximal qui sont algébrisables, mais qui ne sont pas 
isomorphes à des germes de tissus algébriques grassmanniens. 

L'énoncé précédent est précisé, mis en en perspective et discuté dans 
l'introduction qui suit. 



1. Introduction 

La théorie abélienne des tissus naît avec la définition par Blaschke de 
la notion de relation abélienne d'un tissu plan. Les résultats majeurs 
obtenus entre 1932 et 1935, en particulier par Blaschke, Howe et Bol, 
sont présentés dans la dernière partie du livre Géométrie der Gewehe de 
Blaschke et Bol [3], paru en 1938. 

Les fondateurs de la théorie font deux emprunts essentiels à la 
littérature classique. Le premier à Poincaré [21] qui, cherchant une 
nouvelle démonstration du théorème de Lie sur les surfaces de double 
translation, introduit une idée qui restera l'idée fondamentale pour 
résoudre les problèmes d'algébrisation des tissus de rang maximal. 

Le second à Darboux [9] qui reprend cette idée mais remplace la se- 
conde partie peu claire de l'analyse de Poincaré par un argument très 
ingénieux, le prototype de ce que l'on appelle le théorème d'Abel inverse, 
obtenant une démonstration géométrique limpide du résultat de Lie. 

Dans ce chapitre, nous présentons d'abord le problème et les fonde- 
ments de la théorie, avec comme références principales Chern-Griffiths [7] 
et Griffiths [llj. Nous rappelons ensuite le principe de la méthode cano- 
nique. La plus grande partie de cet article est consacrée à la construction. 
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par cette méthode, de la variété de Blaschke d'un tissu de rang maxi- 
mal et à en établir les propriétés essentielles. Elles sont décrites dans le 
Théorème I1.14[ 

Le problème de l'algébrisation est alors réduit à un problème de 
géométrie projective. Nos résultats principaux, les Théorèmes I1.18[ 11.221 
et [L23] reposent pour une part importante sur la solution que nous avons 
apportée à ce problème dans Pirio-Trépreau |19j . 

Nous terminerons par quelques rappels sur l'histoire du problème que 
nous résolvons ici. 

1.1. Tissus et relations abéliennes. — Soit r > 1 et n > 2 des 

entiers. Un feuilletage de type (r, n) est un feuilletage régulier J^, de co- 
dimension r, sur un germe (M, xq) de variété analytique (complexe) lisse 
de dimension rn. D'une façon générale, les objets considérés sur (M, xq) 
seront analytiques, sans qu'on le précise. 

Souvent, en particulier dans les énoncés principaux, nous supposerons 
r > 2. La raison pour cela est que le problème étudié ici est déjà résolu 
pour r = 1 et qu'il y a quelques différences de traitement entre le cas 
r = 1 et le cas r > 2. 

Le feuilletage J-" est par exemple défini par un système différentiel 

dua = 0, a = 1, . . . , r, 

où les Ua sont des fonctions sur (M, xq) dont les différentielles en xq sont 
linéairement indépendantes. Les feuilles du feuilletage J-" sont les variétés 
intégrales de ce système. 

Nous appelons normale de T toute r-forme = fdu\ A ■ ■ ■ A dur , oii 
/ est une fonction sur (M, xo). La normale est fermée si dcf) = 0. C'est 
une normale génératrice si / ne s'annule pas. Ces notions ne dépendent 
pas du système de fonctions choisi pour présenter J^. 

Nous considérons maintenant des familles de feuilletages. Soit d > 1 
un entier et T = {J^i, . . . ,J^d} une famille de feuilletages de type (r, n) 
sur le germe (M, xq). La définition suivante est fondamentale. 

Définition 1.1. — Une relation abélienne de la famille T est un co- 
uplet {01, . . . , oii (pj est une normale fermée de J^j, dont la somme 
01 + ■ ■ ■ + 0d est la forme nulle. 

Elle est complète si aucune des composantes n'est la forme nulle. 
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Le rang de T est la dimension de l'espace vectoriel sur C de ses relations 
abéliennes. 

La définition suivante est due à Chern et Griffitlis [7j. 

Définition 1.2. — Une famille de d feuilletages J^j de type (r, n) sur 
le germe (M, Xq) est un d-tissu de type (r,n) si ses normales génératrices 
VLj vérifient la condition de position générale (PG) suivante : 

(PG) 1 < Ji < ■ ■ • < J5 < min(rf, n) Qj^ (xq) A---AQj, (xq) ^ 0. 

Dans la première partie de Cliern-Grifîiths [7], les auteurs démontrent 
la borne suivante pour le rang d'un tissu. Nous en rappelons la 
démonstration dans le Chapitre 2. 

Théorème 1.3. — Le rang d'un d-tissu de type {r,n) est au plus égal, 
et cette borne est optimale, au nombre Pr,n{d) défini par la formule 

(1) PrAd) = J2 [r^i ) xmax(rf-(r + /i)(n-l)-l,0). 

h=o ^ ^ ' 

Définition I.4. — Un (i-tissu T de type (r, n) est de rang maximal s'il 
est de rang pr^d). 

La borne ([T]) et donc la définition d'un tissu de rang maximal 
dépendent bien sûr du choix de la condition (PG) dite, mais c'est un 
peu trompeur, de position générale. 

Sauf dans le cas r = 1 que nous écartons dans ce commentaire, le choix 
de la condition (PG) n'est pas anodin. On pourrait par exemple exiger 
que les normales génératrices ^(xo) des feuilletages de la famille T en xq 
soient en position générale dans l'espace vectoriel N^T*^M. Ce serait une 
condition plus forte que la condition (PG) si r > 2. Pour d assez grand, 
la borne Pr,n{d) serait remplacée par une borne (beaucoup) plus petite 
et il n'y aurait pas de théorème sur la classification des tissus de rang 
maximal. La raison du choix de la condition (PG) dans [7j apparaîtra 
plus clairement dans la section suivante, voir la Remarque ll.6[ 

L'entier suivant interviendra souvent dans cet article : 

(2) q{d) = d-r{n-l) -2. 

La seconde partie de Chern- Griffiths [Tj concerne la géométrie de la fa- 
mille des normales d'un tissu de rang maximal dans le cas r = 2 et si q{d) 
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est assez grand. Toutefois les auteurs n'obtiennent un résultat définitif 
que si n = 2 ou en renforçant l'hypothèse (PG). 

Le Chapitre 2 est consacré à ce problème. Nous y établirons la propriété 

attendue de la famille des normales sous la seule condition q{d) > n — 1, 
sans hypothèse sur (r.n) ni renforcement de la condition (PG). 

Nous montrerons en particulier qu'un rf-tissu de rang maximal sur un 
germe (M, xq) définit sur ce germe une structure presque grassmannienne 
si q{d) > n — 1. Il s'agit d'un type de G-structure modelé sur la géométrie 
de la grassmannienne des (n — 1) -plans de p^+"~i. 

Pour ne pas alourdir cette introduction, nous en reportons la définition 
classique au début du Chapitre 3. 

1.2. Le théorème d'Abel et sa réciproque. — Soit la grass- 
mannienne des (n — l)-plans de P''+"~i. Comme cette notation, très com- 
mode ici, n'est pas standard, nous la mettons en évidence : 

(3) Gr,n est la grassmannienne des {n — l)-plans de p''+"~^. 

Pour X e Gr,n, nous notons H{x) cet élément vu comme une partie de 
pr+n-i gj p point de p^+"-i^ nous notons Qr,n{p) le < cycle de 

Schubert » des (n — l)-plans qui passent par le point p. C'est une sous- 
variété lisse de codimension r de Gr^„. Nous appelons ces variétés les 
sous-variétés distinguées de la grassmannienne. 

Définition 1.5. — Un feuilletage de type (r, n) sur un germe {Gr,n, •'^o) 
est grassmannien si ses feuilles sont des ouverts de sous-varictcs dis- 
tinguées. Une famille de feuilletages sur (Gr,„,a;o) est une famille grass- 
mannienne si ses membres sont des feuilletages grassmanniens. 

Soit H{xq) un (n — l)-plan. Si l'on note [rji : ■ ■ ■ : f]r '■ Ç,i '■ ■ ■ ■ '■ Cn] 
les coordonnées homogènes d'un point, à un automorphisme de P''+"'~i 
près, un (n — l)-plan H{x) voisin de H{xo) est défini par un système de 
la forme 



Les Xa,a paramétrent localement la grassmannienne. Si l'on fixe le point 
p = [rji : ■ ■ ■ : Tjr : : ■ ■ ■ : $,n], système précédent devient le système 
d'équations qui définit la sous- variété distinguée Gr,„(p) de Gr,n- 



n 




a = 1, . . . , r. 



a=l 
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Au voisinage de Xq, les sous- variétés distinguées sont donc les variétés 
intégrales des systèmes de la forme suivante, oii ,^ = [^i : ■ ■ ■ : G P"^^ : 

n 

iadxg^a = 0, a = l,...,r. 

Une normale en un point x d'un feuilletage grassmannien est donc pro- 
portionnelle à /^a=iCÏ2a=i^adXa,a) '■ elle appartient au sous-espace de 
dimension rn de /VT*Qr,n engendré par les dxi^a^ A • • ■ A dxr,ar- 

Remarque 1.6. — C'est une clé du choix de la condition (PG) dans la 
Définition ll.2[ Les normales en un point x d'un tissu grassmannien ne 
sont jamais en position générale dans A'^T*Gr,„ si r est > 2 et si d est assez 
grand, tandis que le problème traditionnel de la théorie est de montrer 
qu'un (i-tissu de rang maximal est isomorphe à un tissu grassmannien. 

La notion suivante sera utile dans la suite. 

Définition 1.7. — Une famille finie de feuilletages J^j de type (r, n) 
sur un germe (M, xq), de normales génératrices fij, est un pré-tissu si 
VLj^Xo) A VLk{,Xo) est non nul pour j ^ k. 

Soit (2', p) un germe de variété lisse de dimension r en p e P''+"~^^ 
transverse au (n — l)-plan H{xq). Un (n — l)-plan voisin H{x) coupe 
{Z,p) en un point k{x) voisin de p. Le morphisme d'incidence 

est une submersion. Il définit un feuilletage J-" sur {Gr,n,xo), dont les 
feuilles sont les fibres de k. C'est un feuilletage grassmannien et l'on 
vérifie facilement que tout feuilletage grassmannien s'obtient ainsi. 
Le feuilletage J-" est le feuilletage d'incidence défini par le germe {Z,p). 

Le lemme suivant est tautologique mais il explique la définition initiale 
par Blaschke d'une relation abélienne. 

Lemme 1.8. — L'application i— )■ k*0 induit un isomorphisme de l'es- 
pace des r -formes lisses sur le germe {Z,p) sur l'espace des normales 
fermées du feuilletage d'incidence J-" sur (Gr,„,Xo) qu'il définit. 

Démonstration. — Il est clair par définition que K*(f) est une normale de 
J-" si est une r-forme lisse sur {Z,p). C'est une normale fermée puisque 
(f) est de degré maximal r donc fermée. Réciproquemant, si (p ne s'annule 
pas, K*(f) est une normale génératrice fermée de J-' et une normale générale 
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fK*(j) est fermée si et seulement si df A K*(f) = 0, si et seulement si / est 



Pour obtenir un pré-tissu (respectivement un tissu) d'incidence, ou 
grassmannien puisque c'est la même chose, d'ordre d sur le germe 
{Gr,n,Xo), il faut et il suffit de se donner d germes {Zj,pj) de variétés 
lisses de dimension r, transverses à H{xo) en d points pj deux-à-deux 
distincts (respectivement en position générale dans H{xo))- Nous avons 
alors d morphismes d'incidence 



oii les sont des r-formes lisses sur les germes {Zj,pj), induit un isomor- 
phisme de l'espace des d-uplets de trace nulle sur l'espace des relations 
abéliennes du pré-tissu. Ici la trace est la somme 



L'exemple oii les {Zj,pj) sont des germes d'une même variété projective 
est fondamental. 

Définition 1.9. — Soit Z une sous- variété projective de p^+"--i^ 
réduite de dimension pure r et de degré d. Une r-forme abélienne sur Z 
est une r-forme définie et lisse sur un ouvert dense de Z dont la trace, 
définie au voisinage du point général de Gr,„, est nulle. Le genre abélien 
de Z est la dimension de l'espace de ses r-formes abéliennes. 

Plus précisément, Z coupe un (n — l)-plan général H{x) transversa- 
lement en d points deux-à-deux distincts pj et la forme (p considérée est 
définie au voisinage des pj dans Z. Au voisinage de x, nous avons comme 
ci-dessus d morphismes d'incidence Kj. La trace de (j) est définie locale- 
ment comme étant la somme K^cp + • ■ ■ -|- 

Tout ceci a bien sûr à voir avec le théorème d'addition d'Abel et ses 
généralisations. Dans [11] Griffiths montre que les formes abéliennes, qu'il 
nomme autrement, sont rationnelles sur Z et lisses sur la partie régulière 
de Z. Il les caractérise aussi lorsque Z est une hypersurface. Il découle de 
ses résultats que le genre abélien de Z est égal à son genre géométrique 
si Z est lisse et à son genre arithmétique si Z est une hypersurface. 




□ 



Compte tenu du lemme précédent, l'application 

(01, . . . ^ (/t*0i,...,/î^( 
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Il a été remarqué plus récemment r^^l que les r-formes abéliennes sur Z 



sont les sections globales du faisceau des r-formes de Barlet, voir Bar- 
let [2] pour les définitions et la démonstration, en particulier la deuxième 
partie de cet article dans laquelle l'auteur établit ce qu'il appelle la pro- 
priété de la trace universelle. Dans le cas qui nous occupe, le faisceau de 
Barlet est un faisceau de r-formes rationnelles, intrinsèquement attaché 
à la variété abstraite Z, et isomorphe au faisceau u^, le faisceau dualisant 
de Grothendieck de Z. Ainsi : 

{r-formes abéliennes sur Z} = {r-formes de Barlet sur Z} ^ H^(Z,UJ^^). 

Il en résulte, et c'est remarquable, que les formes abéliennes sur Z et 
le genre abélien de Z ne dépendent pas de la représentation de Z comme 
sous-variété d'un espace projectif. Comme ces considérations, qui sont 
importantes d'un point de vue théorique, ne joueront pas de rôle dans 
cet article, nous ne donnons pas plus de détail. 

Définition 1.10. — Par abus de langage nous dirons qu'une sous- 
variété Z de P''+"-i^ réduite de dimension pure r et de degré d, définit 
un pré-tissu algébrique d'incidence ou grassmannien Tz d'ordre d sur 
Gj.,n; dont le pré-tissu qu'elle définit en un point général est un germe. 

La raison de cet abus de langage est qu'à notre connaissance, la no- 
tion globale de -c (pré-)tissu algébrique singulier » n'a pas été définie en 
toute généralité. Il paraît toutefois évident que l'objet 7z, défini ci-dessus 
comme une collection de germes de tissus, méritera d'être appelé, le jour 
venu, un pré-tissu algébrique, en l'occurence d'un type très particuher. 

La réciproque suivante du théorème d'Abel ou théorème d'Abel inverse 
est essentielle. L'idée de la démonstration remonte à Darboux [9j. Le 
résultat général est dû à Grifïiths jll] . 

Théorème 1.11. — Soit T un pré-tissu grassmannien de type {r,n) et 
d'ordre d sur {Gr,n,Xo), défini par d germes lisses {Zj,pj) de dimension r, 
transverses au {n — l)-plan H{xo) en des points différents. 

Si T admet une relation abélienne complète, T est un germe du pré- 
tissu algébrique grassmannien défini par une variété Z de degré d qui 
contient les {Zj,pj). Le rang de T est égal au genre abélien de Z et ses 
relations abéliennes sont induites par les r-formes abéliennes sur Z . 



1. Voir Hcnkin-Passare [Tâj. Signalons que les travaux que nous citons dans cette 
section concernent des formes de degré quelconque, pas seulement de degré maximal. 
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1.3. Méthode canonique et variété de Blaschke. — Il s'agit de 
décrire la méthode canonique, développée par Blaschke, Bol et Howe à 
partir d'une idée de Poincaré |21j . puis de définir la variété de Blaschke 
d'un tissu de rang maximal, qui intervient dans l'énoncé de nos résultats. 

Soit T = {J-*!, . . . , J-d} un (i-tissu de type (r, n) sur un germe lisse 
(M, xo). Notons + 1 le rang de T. La méthode consiste à se donner 
une base 

0W = (0S'\...,0?^), A = l,...,iV + l, 
de l'espace des relations abéliennes du tissu T et à définir les applications 
de Poincaré Hj, une pour chaque feuilletage J^j, par : 

: (M, xo) P^, K,{x) = [c^f\x) : ■ ■ ■ : ^f^'\x)]. 

Pour que ces applications soient définies comme applications méro- 
morphes, nous supposons que le tissu T admet au moins une relation 
abélienne complète. 

Avant de continuer et pour motiver la construction précédente, il est 
certainement utile de montrer sa relation avec la construction de la 
variété canonique d'une variété projective en géométrie algébrique. Pour 
la définir, nous utilisons les r-formes abéliennes plutôt que les r-formes 
lisses sur Z. On retrouve la définition la plus classique si Z est lisse. 

Cette relation apparaît si l'on choisit comme tissu T un germe d'un 
tissu algébrique grassmannien Tz, défini par une sous- variété algébrique 
Z de p^'+^-i^ de dimension r et de degré d, de genre abélien N + 1. 
Nous supposons qu'il existe une r-forme abélienne sur Z qui ne s'annule 
sur aucune des composantes irréductibles de Z. Choisissons une base 
. . . , 0*-^^^'') de l'espace des r-formes abéliennes sur Z et considérons 
l'application 

L'image de cette application est la variété canonique de Z. Elle est 
indépendante du choix de la base, à un automorphisme de près. 

Soit alors H{xq) un (n — l)-plan coupant Z transversalement en d 
points lisses pj de Z et Xj '■ {'^r,n,Xo) — )■ {Z,pj) les morphismes d'inci- 
dence. Les (i-uplets {Xi<P^'^\ ■ ■ ■ , Xd'P^'^^) forment une base de l'espace des 
relations abéliennes du germe en xq du tissu Tz et pour ce choix de base, 
les applications de Poincaré kj sont données par 

X e (M,a;o), n,{x) = [0«(x,(x)) : ■ ■ ■ : 0(^+i)(x,(x))]. 
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Ceci montre que les images des applications de Poincaré associées à 
un germe du tissu algébrique Tz sont des germes de la variété canonique 
de Z , définie à partir d'une base de r-formes abéliennes sur Z . 

Nous revenons à la méthode canonique appliquée à un tissu. Rappelons 
que l'entier q{d) est défini par ([2j). La méthode canonique ne semble pas 
pouvoir donner de résultat intéressant si q{d) < n — 1. En revanche, si 
q{d) > n — 1, elle nous en donnera un sous une hypothèse plus faible 
que celle pour un tissu d'être de rang maximal. La notion suivante a été 
introduite dans Trépreau [22] sous le nom plus évocateur mais trop long 
de <K tissu de rang maximal en valuation < 1 ». 

Définition 1.12. — Un d-tissu de type (r, n) sur un germe (M, xq) est 
semi-extrémal si q{d) > — 1 et s'il admet 

[d - r{n -!)-!]+ r[d - (r + l)(n - 1) - 1] 

relations abéliennes dont les 1-jets en xq sont linéairement indépendants. 

Ce nombre est en fait le plus grand possible tel qu'on puisse avoir la 
propriété précédente si q{d) > n — 1. De plus un (i-tissu de rang maximal 
est semi-extrémal si q{d) > n — 1, voir le Chapitre 3. 

Les propriétés géométriques du système des normales d'un tissu semi- 
extrémal, établies dans le Chapitre 2, nous permettront dans le Cha- 
pitre 3 d'obtenir les propriétés suivantes, déjà connues si r = 1, pour les 
tissus de codimension r > 2. 

D'abord les applications hij sont de rang r. L'image de Kj est donc 
un germe lisse {Zj, Kj(xo)) de dimension r et les fibres de la submersion 
induite 

Kj : (M,a;o) {Zj,Kj{xQ)) 

sont les feuilles du feuilletage Fj. Ensuite, si l'on choisit n feuilletages 
parmi les JT,, par exemple J-*!, . . . , J-'^, l'application 

n 

(M,xo) W{Z'j, fijixo)), X h-^ {ki{x), K„(x)), 
i=i 

est un isomorphisme. Enfin, pour x G (M, Xq), les points Kj{x), j variant 
de 1 à d, sont deux-à-deux distincts et situés sur une et une seule même 
courbe rationnelle normale cr(x) de degré q{d). Il suffit ici de savoir qu'on 
appelle ainsi une courbe rationnelle irréductible et hsse de degré q{d), 
qui engendre un espace projectif de dimension q{d). 
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Définition 1.13. — La variété de Blaschke Xj- du tissu semi- 
extrémal T est l'intersection de toutes les sous-variétés projectives de 
qui contiennent les courbes rationnelles normales cr(x), x G {M,xq). 

Il est clair que la famille des germes {Zj, kj^Xq)) est indépendante du 
choix de la base de relations abéliennes à un automorphisme de près. 
Il en va donc de même de la variété X7-. Ce sont des invariants projectifs 
de la classe d'isomorphie du tissu T. 

La méthode canonique permet ainsi d'associer des objets de nature 
géométrique à un tissu semi-extrémal et offre une stratégie pour montrer 
qu'il est isomorphe à un germe de tissu grassmannien : montrer que les 
{Zj, Kj{xo)) sont des germes d'une variété projective Z et que celle-ci est 
la variété canonique d'une variété projective Z. 

1.4. Résultats d'algébricité. — Nous énonçons dans cette sec- 
tion les principaux résultats de cet article. Sauf pour le premier, leurs 
démonstrations dans le Chapitre 4 repose aussi sur le travail préliminaire 
accompli dans Pirio-Trépreau |19j . Le premier résultat concerne la 
variété de Blaschke d'un tissu semi-extrémal. 

Théorème 1.14- — La variété de Blaschke Xj- d'un d-tissu semi- 
extrémal T , de type (r, n) avec r > 2, est une variété projective 
irréductible de dimension r + 1. De plus, pour (ai,...,a„) G X^ 
générique, il existe une courbe rationnelle normale de degré q{d), 
contenue dans Xj- et passant par les points ai, . . . , a„. 

Le point clé est que la variété Xj- est de dimension r + 1. Le reste en 
sera une conséquence facile, compte tenu des propriétés des applications 
de Poincaré que nous avons mentionnées plus haut. 

Le résultat est dû à Hénaut |13j pour = 2 et à Trépreau [22] pour 
r = 1 avec n > 3. La démonstration pour r = 1 et n > 3 est plus difficile 
et ne sera pas reproduite ici. Le calcul pour r > 2 reste encore un peu 
compliqué et donnera lieu aux quelques pages techniques de cet article. 

Remarque 1.15. — Rappelons à quoi correspond, au moins dans cer- 
tains cas, la variété de Blaschke du tissu Tz défini par une variété pro- 
jective Z C P'"+'^-i^ de dimension pure r, de degré d avec q{d) > n — 1, et 
qui rencontre un {n — l)-plan générique en d points en position générale 
dans ce plan, de genre abélien maximal + 1 = pr^n{d). 
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Si Z est lisse (voir Harris [12j), la variété Z est contenue dans une 
sous- variété Xq de de dimension r + 1 et de degré minimal n — 1. 

De plus, l'application canonique /î^ : Z admet un prolongement 

naturel à Xq. L'image de Xq par ce prolongement n'est autre que la 
variété de Blaschke du tissu Tz- 

Il en va probablement de même sous la seule hypothèse que le tissu Tz 
est semi-extrémal mais nous ne le démontrons pas ici. 

Le Théorème 11.141 est une étape importante dans l'apphcation de la 
méthode canonique. Comme on verra, il permet de construire un modèle 
géométrique d'un tissu semi-extrémal, mais il reste à montrer que ce 
modèle est algébrique. 

Le moment est propice pour situer le présent article par rapport à 
Trépreau |22] . Le théorème précédent est vrai aussi si r = 1 avec n > 3 
et permet alors de démontrer qu'un (i-tissu T semi-extrémal de type 
(1,'n,) avec n > 3 est isomorphe à un germe d'un tissu algébrique grass- 
mannien. Dans ce cas, la variété de Blaschke Xj- est une surface et les 
courbes rationnelles normales de degré q{d) contenues dans Xj- sont des 
diviseurs. Cette particularité permet d'appliquer, comme le faisait Bol [3j , 
un résultat classique d'Enriques sur la linéarité de certains systèmes 
algébriques de diviseurs et d'en déduire directement que le tissu T est 
isomorphe à un germe de tissu algébrique grassmannien. 

Ceci n'est plus possible si r > 2. Alors Xj- est de dimension > 3, les 
courbes ne sont pas des diviseurs et nous ne savons pas conclure à partir 
des seules propriétés de Xj données par le Théorème I1.14[ même dans 
la cas le plus simple n = 2, sans faire l'hypothèse que le tissu est de rang 
maximal. De plus, sous cette hypothèse, la solution s'est avérée beaucoup 
plus difficile à obtenir que dans [22j . 

Dans la perspective de surmonter ces difficultés, nous avons introduit 
et étudié dans Pirio-Trépreau [19j les classes de variétés suivantes. 

Définition 1.16. — Soit g > n — 1 et posons d = q + r{n — 1) + 2. Une 
sous-variété projective X de P^, irréductible de dimension r + 1 et non 
contenue dans un hyperplan de P^, appartient à la classe Xr-^-i^niq) si les 
deux conditions suivantes sont satisfaites : 

(a) pour (ai,...,a„) G X" générique, il existe une courbe rationnelle 
normale de degré q, contenue dans X et passant par ai, . . . , a„ ; 
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(b) la dimension vérifie + 1 = Pr,n{d) 



(2) 



La condition (a) seule implique qu'on a + 1 < pr,n{d), voir 
[19j Théorème 1.2 : la propriété (b) signifie que X engendre un espace 
de dimension maximale, compte tenu de la propriété (a). 

La variété de Blasclike d'un (i-tissu de rang maximal de type (r, n) 
appartient donc à la classe Xr+i,n{,(l{d)) si r > 2 et q{d) > n — 1. 

Nous en venons maintenant aux principaux résultats de cet article. 

Définition 1.17. — Deux (i-tissus sur des germes (M, xq) et (M',Xq) 
sont isomorphes s'il existe un isomorphisme de (M, xq) sur (M',Xq) qui 
les échangent. 

Le problème traditionnel est de montrer qu'un c?-tissu T de rang maxi- 
mal et de type (r, n), nous supposons ici r > 2, est isomorphe à un germe 
d'un tissu algébrique grassmannien si d est assez grand. 

Nous avons le résultat suivant qui résout en particulier le problème 
précédent. Nous le donnons en premier parce que toutes les notions qui 
interviennent dans l'énoncé ont déjà été introduites. Rappelons la nota- 
tion q{d) = d — r{n — 1) — 2. 

Théorème 1.18. — Soit T un d-tissu de type {r,n) et de rang maxi- 
mal, avec r > 2 et q{d) > n — 1. Si n = 2 ou si q{d) ^ 2n — 3, il est 
isomorphe à un germe d'un tissu algébrique grassmannien. 

Avant de le commenter, disons qu'il découle de l'un des résultats essen- 
tiels de |19j . la classification complète des variétés de la classe Xr+i^n{q), 
précisément sous l'une des deux conditions n = 2oug7^2?2 — 3. Nous 
reviendrons plus bas sur le cas g = 2n — 3 avec n > 3, exclu de l'énoncé. 

Concernant l'hypothèse q{d) > n — 1, il semble qu'elle soit nécessaire 
pour que la méthode canonique puisse être appliquée avec succès. Comme 
le rang de T est nul si q{d) < 0, il faut bien sûr supposer q{d) > 0. La 
question intéressante de l'existence ou non de contre-exemples lorsque 
< q{d) < n — 1 est ouverte en général. Les seuls contre-exemples connus 
concernent des tissus de codimension 2 avec q{d) = 0, voir en particulier 
Goldberg [ÎÔ] pour (r,n) = (2,2). 



2. En fait + 1 est donné sous une autre forme dans [19 . Nous vérifierons dans 
le Chapitre 4 qu'on a bien + 1 = Pr,n{d). 
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Notre résultat est complètement nouveau sauf si q{d) = n — 1 ou si 
n = 2. 

On peut dire que l'énoncé ci-dessus pour q{d) = n — 1 est folklorique. 
La démonstration de Howe (1932) lorsque {r,n) = (1,2) se généralise 
sans encombre. Nous y reviendrons dans le Chapitre 3. 

Le cas n = 2 a été étudié par Hénaut jl3j . qui suit la méthode 
canonique, mais sa démonstration est défaillante sur deux points. 
D'abord, concernant la géométrie des normales d'un tissu de type (r, 2), 
l'auteur se réfère à un énoncé de Little |15] . correct dans ce cas mais 
dont la démonstration dans |15j est au moins douteuse, voir le Cha- 
pitre 2. D'autre part, Hénaut énonce bien que, sous les hypothèses du 
Théorème 11.181 avec n = 2, la variété de Blaschke du tissu appartient 
à ce que nous appelons la classe AV+i,2(9('^)) mais son argument pour 
en déduire que c'est une variété de Veronese d'ordre q{d), ce qui est 
nécessaire pour conclure, est incorrect, voir le Chapitre 4. 

Rappelons que l'énoncé précédent ne concerne que les tissus de rang 
maximal avec q{d) > n — 1. Si de plus n = 2 ou si q{d) ^ 2n — 3, 
il caractérise donc les cZ-tissus de type (r, n) qui sont isomorphes à un 
germe d'un tissu Tz, où. Z C P'"+"-i est de dimension pure r, de degré d, 
rencontre un (n — l)-plan générique en d points en position générale dans 
ce plan et est de genre ahélien maximal compte tenu de ces conditions. 

Le cas n = 2 a ceci de particulier que le genre abélien d'une hypersur- 
face d'un espace projectif est toujours maximal puisqu'il est égal à son 
genre arithmétique (Grifiiths, voir la Section 1.2) et ne dépend donc que 
de son degré. On a donc : 

Corollaire 1.19. — Si r > 2 et d > r + 3, un d-tissu de type (r, 2) est 
de rang maximal si et seulement s'il est isomorphe à un germe d'un tissu 
algébrique défini par une hypersurface de degré d de . 

Le prochain énoncé donnera une représentation algébrique canonique 
de tout (i-tissu de rang maximal de type (r, ra), toujours avec r > 2 et 
q{d) > n — 1, mais sans autre hypothèse. Sa compréhension exige que 
nous fassions quelques rappels tirés de [19j . Des références précises seront 
données dans le Chapitre 4. 

Soit X une variété de la classe A'r+i,„(g). On montre qu'il existe une 
unique variété projective de 1-cycles effectifs de X, nous la notons S^, 
dont l'élément générique est une courbe rationnelle de degré q et telle que 
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pour tout (ai, ... , a„) G X", il existe un élément de Ex dont le support 
dans X contient les points aj. 

Pour plus de clarté, si a; G Sx, nous notons (j{x) l'élément x vu comme 
une courbe (éventuellement non réduite) de X . 

La variété Ex est irréductible de dimension rn. On définit aussi un 
ouvert Zariski-dense Ex,adm de Ex, nous rappellerons comment dans le 
Chapitre 4. Un élément x de Ex,adm est appelé un élément admissible de 
Ex et l'on dit que a{x) est une courbe admissible de X. 

On a les propriétés suivantes. Un élément admissible x de Ex est un 
point lisse de Ex et la courbe a{x) est une courbe rationnelle normale 
de degré ç, contenue dans la partie lisse de X. La réunion de ces courbes 
est un ouvert Zariski-dense Xadm de la partie lisse de X. 

D'autre part, si a{x) est une courbe admissible et p un point de (t{x), 
l'ensemble algébrique 

Sx(p) = {2:' e Ex, pea{x')} 

est, au voisinage de x, lisse de codimension r dans Ex- Enfin, si 
Pi,...,Pn sont des points dcux-à-dcux distincts de a{x), les espaces 
tangents TxT,x{pj) sont en position générale dans T-^Ex. 

Nous avons vu dans la Section 1.2 que la paire (P'"+"^\ Gry„) permet 
d'associer à une sous- variété algébrique Z C réduite de dimension 

pure r et de degré d, un pré-tissu algébrique d'incidence Tz sur Gr,n, dont 
le rang est égal au genre abélien de Z. 

Une construction analogue est possible pour la paire {X, Ex) et une 
hypersurface algébrique Z de X, k partir des propriétés d'incidence de 
Z avec un clément général de Ex, comme nous allons voir. Nous faisons 
l'hypothèse suivante. 

L 'hypersurface Z est réduite et toutes ses composantes irréductibles 
rencontrent la partie admissible Xa,dm de X . 

La première condition nous est familière. La seconde condition, qui 

n'en est une que si X\Xadm est de codimension un dans X, n'est pas 
vraiment nécessaire. Simplement une composante de Z contenue dans 
X\Xadm ne rencontrerait aucune courbe admissible de X et ne jouerait 
aucun rôle dans la construction qui suit. Le plus simple est d'écarter ces 
éventuelles composantes. 

Comme une courbe admissible (t{x) est contenue dans Xreg, son nombre 
d'intersection a{x)- Z avec Z est bien défini par la théorie élémentaire de 
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l'intersection. Il est indépendant de la courbe admissible choisie et c'est 
un entier d strictement positif puisque Z rencontre Xadm par hypothèse. 

Nous vérifierons que si la courbe admissible cr(xo) est assez générale, 
elle rencontre Z transversalement en d points deux-à-deux distincts de 
Zreg. Nous avons donc, au voisinage de xo, d morphismes d'incidence 

Kj : (Sx,Xo) iZ,Pj), 

oii pj = Kj^Xq) et Kj{x) est le point d'intersection de a{x) avec {Z,pj). 
Nous vérifierons aussi que chaque morphisme est une submersion. Il 
définit donc un feuilletage J^j de type (r, ra) sur {T,x,Xo) dont les feuilles 
sont les fibres de Kj, des ouverts au sens usuel de sous- variétés de la forme 
Ex(p). Compte tenu de la propriété des espaces tangents Tx^T^xi^Pj) que 
nous avons mentionnée plus haut, les feuilletages J-'j forment un tissu. 

Nous nous autorisons le même abus de langage que dans le cas de la 
paire (P^+"-\ G^,„). 

Définition 1.20. — Nous dirons qu'une hypersurface algébrique 
réduite Z , dont toutes les composantes irréductibles rencontrent Xadm; 
définit sur Sx un tissu algébrique d'incidence Tz pour la paire {X, Sx), 
d'ordre le nombre d'intersection d de Z avec une courbe admissible de 
X , dont le tissu qu'elle définit au point général de Sx est un germe. 

Si (pj est un germe de r-forme lisse sur {Z,pj), sa trace Yl'j=i^*j^j 
est un germe de forme sur (Sx,a:o) et, dans le cas où les (pj sont des 
germes d'une même r-forme lisse 0, définie sur un ouvert Zariski-dense 
de Z, pour la même raison que dans la situation analogue décrite dans 
la Section 1.2, les traces qu'on obtient ainsi sont des germes d'une forme 
définie sur un ouvert dense de Sx- H est clair aussi que l'analogue du 
Lemme 11.81 reste vrai dans ce nouveau cadre. 

Définition 1.21. — Une r-forme T^x-abélienne sur Z est une r-forme 
lisse sur un ouvert Zariski-dense de Z, de trace nulle. 

Nous montrerons que le rang du tissu Tz au point général de Sx est 
égal à la dimension de l'espace des r-formes Sx-abéliennes sur Z et que 
celles-ci sont rationnelles. Nous ne savons pas si elles coïncident toujours 
avec les formes abéliennes, c'est-à-dire avec les r-formes de Barlet sur Z. 

Nous avons le résultat suivant. 

Théorème 1.22. — Soit T un d-tissu de type {r,n) et de rang maxi- 
mal, avec r > 2 et q{d) > n — 1. Soit Xj- sa variété de Blaschke. 
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// existe une hypersurface projective Z de Xf, définissant un tissu 
algébrique d'incidence Tz, tel que le tissu T est isomorphe à un germe 
du tissu Tz- 

Il n'est pas exclu ou plutôt le contraire n'est pas démontré dans [19] , 
que Sx ou X aient des singularités en codimension un. Pour cette raison 
il n'est pas exclu que le germe de tissu dont il est question à la fin de 
l'énoncé soit défini sur un germe (S^,xo), lisse de dimension m mais 
distinct du germe de Sx en xq. 

Notre dernier énoncé fait le lien entre les deux précédents en mon- 
trant que la propriété pour un tissu de rang maximal d'être isomorphe à 
un germe de tissu algébrique grassmannien ne dépend que de sa variété 
de Blaschke. Il utilise une notion dont nous esquissons maintenant la 
définition, voir le début du Chapitre 3 pour une présentation précise. 

Soit T un (i-tissu semi-extrémal de type (r, ra) sur un germe (M, xq). 
Nous montrerons qu'il définit une structure presque grassmannienne de 
type {r,n) sur (M, xq), une propriété déjà pressentie mais qui n'avait 
été établie auparavant que dans quelques cas. Il s'agit d'un type de G- 
structure modelé sur la géométrie de la grassmannienne Gr,n des (ra — 1)- 
plans de P''+"~i. Pour guider l'intuition du lecteur, on peut traduire cette 
propriété de la manière suivante. En chaque point x de (M, xq), le tissu 
T induit un (i-tissu constant de même type sur l'espace tangent T^M et 
celui-ci est localement isomorphe à un germe de tissu grassmannien. 

Cette propriété n'apporte rien si r = 1 mais elle joue un rôle important 
si r > 2, ce que nous supposons maintenant. C'est un résultat classique 
d'Akivis [T], qui appelle un (i-tissu T avec d > n + 1, qui a la propriété ci- 
dessus, un tissu presque grassmannien, qu'un tel tissu est isomorphe à un 
germe de tissu grassmannien si et seulement si la structure presque grass- 
mannienne qu'il définit est intégrable, c'est-à-dire localement isomorphe 
à celle de la grassmannienne 'Grr,n- 

Si c'est le cas et s'il possède une relation abélienne complète, il est 
isomorphe à un germe de tissu algébrique grassmannien compte tenu du 
théorème d'Abel inverse. 

D'autre part, nous avons montré dans [19] que, si X est une variété 
de la classe la variété lisse Sx,adm des points admissibles de 

Sx est naturellement munie d'une structure presque grassmannienne de 
type (r, n). Dans le cas oii X est la variété de Blaschke d'un tissu de rang 
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maximal T, cette structure coïncide avec celle que définit par transport 
le germe de tissu isomorphe à T donné par le Théorème ll.22[ 

Notre dernier énoncé est le suivant : 

Théorème 1.23. — Soit T un d-tissu de type {r,n) et de rang maxi- 
mal, avec r >2 et q{d) > n — 1, et Xj- sa variété de Blaschke. Le tissu T 
est isomorphe à un germe d'un tissu algébrique grassmannien si et seule- 
ment si la structure presque grassmannienne de Sx^-.adm est intégrable. 

Les trois théorèmes précédents sont démontrés dans le Chapitre 4, 
dans l'ordre suivant. Nous démontrerons d'abord le Théorème 11.221 La 
démonstration ne dépend que de résultats relativement simples de |19j 
et d'un analogue du Théorème d'Abel inverse pour les germes de tis- 
sus d'incidence pour une paire (X, Sx). Le Théorème 11.231 sera alors 
une conséquence de la définition dans [19j de la structure presque grass- 
mannienne de Sx,adm- Finalement le Théorème 1 1 . 1 81 est une conséquence 
directe d'un résutat essentiel de {19j , que cette structure est toujours 
intégrable si n = 2 ou si g 7^ 2n — 3. 

Il reste à dire quelques mots sur un problème intéressant que nos 
énoncés laissent en suspens : étant donnés r > 2 et n > 3, existe-t- 
il un d-tissu de rang maximal, de type (r, n) avec q{d) = 2n — 3, non 
isomorphe à un germe de tissu algébrique grassmannien ? 

Une condition nécessaire est qu'il existe une variété X de la classe 
AV+i,„(2n — 3) telle que la structure presque grassmannienne de Sx,adm 
ne soit pas intégrable. Malheureusement nous savons peu de choses à ce 
sujet, seulement qu'il en existe si n est égal à trois ou à quatre, quel que 
soit r > 2, ainsi que si r = 2 et n G {5, 6}. 

Dans un article à venir |20] . nous montrerons que, pour ces valeurs de 
(r, n) et q{d) = 2n — 3, il existe des d-tissus de rang maximal qui ne sont 
pas isomorphes à des germes de tissus algébriques grassmanniens. 

1.5. Notes sur l'origine du problème. — La théorie abélienne des 
tissus n'a d'abord concerné que les tissus plans, autrement dit le cas 
(r, n) = (1, 2), que nous excluons de nos énoncés. 

En 1932, Blaschke et Howe obtiennent qu'un d-tissu plan grassmannien 
sur (P^*, xq), i.e. dont les feuilles sont des morceaux de droites de P^*, qui 
possède une relation abélienne complète, est algébrique. C'est la version 
initiale du théorème d'Abel inverse exprimée en termes de tissus. 
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Les auteurs introduisent alors le problème de <« l'algébrisation » des 
tissus plans de rang maximal. Dans ce qui suit, «; algébrisable » voudra 
dire isomorphe à un germe de tissu algébrique grassmannien. 

La borne pi^2{d) = {d — l){d — 2)/2 est obtenue par Bol. Il est facile 
de vérifier que tous les 3-tissus plans de rang maximal 1 sont locale- 
ment isomorphes. Ils sont donc algébrisables et même d'une infinité de 
façons puisqu'il existe une infinité de cubiques de deux-à-deux non 
équivalentes. 

La même année, Howe résout le problème pour les 4-tissus de rang 
maximal 3, en traduisant le théorème de Lie en termes de tissus. 

En 1933 Blaschke complète la méthode canonique pour résoudre le 
problème dans le cas des 5-tissus de rang maximal 6. Sa démonstration 
est incorrecte et Bol publie en 1936 un contre-exemple, montrant que 
l'énoncé aussi est faux. 

Concernant les tissus plans, aucun progrès n'est à signaler juqu'en 
2002-2003, quand Pirio et Robert construisent, indépendamment, de 
nouveaux contre-exemples. Le résultat suivant a été obtenu par Marin, 
Pereira et Pirio |17] . 

Théorème 1.24- — Pour tout d > 5, il existe des d-tissus plans de 
rang maximal qui ne sont pas algébrisables. 

Nous renvoyons au livre Pereira-Pirio [18j pour une présentation de 
la théorie des tissus plans et en particulier des résultats récents. On y 
trouvera aussi plus d'informations qu'ici sur la genèse de la théorie, en 
particulier du théorème de Blaschke-Howe mais, sur cette genèse, le livre 
Blaschke-Bol [3| reste bien silr la référence fondamentale. 

Venons-en aux tissus de codimension un avec n > 3. En 1934 Bol 
obtient, par la méthode canonique, le résultat majeur qu'un rf-tissu T, 
de type (1,3) et de rang maximal, est algébrisable si d > 6. L'argument 
de Bol pour démontrer que ce que nous appelons la variété de Blaschke du 
tissu T est une surface est en partie géométrique, basé sur une analogie 
avec une géométrie de Weyl. 

Chern a déterminé en 1935 la borne pi,n{d) pour le rang d'un tissu 
de codimension 1. Plus de quarante ans plus tard, il entreprend avec 
Grifïiths d'étendre le résultat de Bol en toute dimension n > 3. 

Les deux premières parties de Chern-Grifïiths [S] restent une référence 
essentielle pour qui veut comprendre les liens entre le problème de 
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l'algébrisation des tissus et la géométrie algébrique. Dans la troisième 
partie, de plus de quarante pages, les auteurs traitent le noyau dur du 
problème : montrer que la variété de Blaschke est une surface. Comme 
chez Bol, l'idée à la base des calculs qu'ils font est de nature géométrique, 
la géométrie des chemins se substituant à la géométrie de Weyl. Ils re- 
connaîtront trois ans plus tard dans [6] une erreur dans cette partie de 
l'article, qui les force à affaiblir de façon considérable leur énoncé initial. 

Le problème est finalement résolu par Trépreau [22], qui obtient le 
résultat suivant. 

Théorème 1.25. — Un d-tissu serai- extrémal de type avec n > 3 

est algébrisable. 

L'argument de [22], pour montrer que la variété de Blaschke est une 
surface, est analytique. Il s'agit d'un calcul, laborieux mais direct, du 
rang d'un paramétrage local de cette variété. La même idée apparaît 
déjà dans l'article de Hénaut [13] à propos des tissus de type (r, 2), un 
cas pour lequel le calcul du rang de ce paramétrage est plus facile. 

En 1976 paraît l'article de Griffiths, Variations on a theorem of 
Abel [11] . qui donne des versions générales du théorème d'Abel et du 
théorème d'Abel inverse de Darboux. En 1978, la même année que [5], 
paraît l'article de Chern et Griffiths |2| sur le rang des tissus de type 
(r, n). Outre la borne sur le rang, ils y décrivent la géométrie des 
normales d'un tissu de rang maximal de codimension 2. La découverte 
d'une lacune dans [5] est peut-être l'une des raisons pour lesquelles ils 
n'ont pas poursuivi l'étude de ce problème. 

2. Tissus constants semi-extrémaux 

Dans ce chapitre, nous ne considérons que des tissus constants, de 
type (r, n) sur un espace vectoriel V de dimension rn, c'est-à-dire des 
tissus dont les éléments sont des feuilletages de V en sous-espaces affines 
parallèles de codimension r. 

Nous verrons au début du Chapitre 3 que, pour ce qui est des questions 
que nous abordons ici, on ne perd rien en généralité à supposer les tissus 
constants. Et l'on gagne beaucoup quant à la clarté des notations. 

Nous rappellerons d'abord la démonstration du Théorème [H la borne 
de Chern- Griffiths, que nous énoncerons sous une forme précisée. 
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Nous caractériserons ensuite, c'est le résultat important de ce chapitre, 
la propriété pour un tissu constant d'être semi-extrémal par la géométrie 
de son système de normales, voir la Proposition 12.51 

2.1. Les bornes de Chern-GrifRths. — Soit T= {J-'i, . . . , J-'d} un 
tissu constant de type (r, n) sur l'espace vectoriel V. Les feuilles de J-'j 
sont les fibres d'une application linéaire de rang r 

Kj = . . . , Uj^r) '■ V 

et Qj = duj^i A ■ ■ ■ A duj^r est une normale génératrice de J-'j. Comme la 
normale VLj est fermée, une normale (f)j = cjflj de J^j sur (V, 0) est fermée 
si et seulement si dcj A Qj = 0, donc si et seulement si la fonction cj est 
de la forme Cj = fj{nj), oii fj est une fonction sur (^,0). De plus, le 
germe Cj est nul si et seulement si le germe fj est nul. 

Avec ces notations, une relation abélienne de T sur (V^, 0) est un d-uplet 
de normales fermées fj{Kj)Vlj dont la somme est nulle. Soit /-,• = 'Ylt.=aPhh 
la décompositon de fj en série de polynômes homogènes, pj^h étant de 
degré h. Comme les formes Vtj sont constantes, il est clair que le d-uplet 
des pj^h{K,j)flj est une relation abélienne du tissu T, homogène de degré h. 

Suivant [7j nous allons démontrer la forme précisée suivante de ([T]). 

Proposition 2.1. — Soit T un d-tissu constant de type {r,n) sur l'es- 
pace vectoriel V. Pour tout h E N, la dimension de l'espace R{h) des 
relations abéliennes de T qui sont homogènes de degré h vérifie 

(4) à\mR{h) < {^~^^\^^ x ^ax (d - (r + h){n - 1) - 1,0) . 

Nous montrerons dans la prochaine section qu'il existe des tissus 
constants pour lesquels les bornes (jlj) sont atteintes quel que soit h. 

Soit Er{h) l'espace, de dimension ('^"i^'^), des polynômes homogènes 
de degré h sur C et N{h) l'espace engendré par les normales fermées 
homogènes de degré h du tissu T. L'application linéaire Er{hY — )■ N{h), 
définie par (ci, . . . , c^) i— )■ X]j=i '^ji'^j) ^st surjective et son noyau est 
isomorphe à l'espace R{h). On a donc 

dim R{h) + dim N{h) = ddimEr{h). 

Pour démontrer (jl]), il suffit de montrer qu'on a : 

(5) d={r + h){n - 1) + 1 R{h) = 0, 
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ce qui donne alors dim A'"(^) = {{r + h){n — 1) + 1) dim Er{h). En effet on 
en déduit qu'on a encore R{h) = si < {r + h){n — 1) + 1 et, comme 
la dimension minimale de N{h) ne peut que croître avec d, qu'on a : 

d> {r + h){n-l) + l dimR{h) < {d ~ {r + h){n- 1) - 1) dim Er{h). 

Démonstration de ^ pour h = 0. — Soit {ciQi, . . . , Cd^d) une relation 
abélienne à coefficients constants. Par symétrie, il suffit de montrer que 
Cl est nul. 

Pour le voir, on multiplie la relation Yl'j=i '^j^j — P^^ une {d — 1)- 
forme K telle que Qi A K et Qj A K = si j > 2, ce qui donne 
Cl (fil AK) = (Ej=i Cj^j) A = et le résultat. 

Reste à vérifier qu'une telle forme K existe. (C'est considéré comme 
évident dans ^.) Pour les besoins de la récurrence, nous supposons seule- 
ment d > n et d < r{n — 1) + 1. L'existence de K est évidente si d = n 
puisque la condition (PG) donne alors fii A ■ ■ • A 7^ 0. 

Notons Fj = Ker kj C la direction du feuilletage J-'j et F-- C V* son 

orthogonal. Étant donné v = {v2, ■ ■ ■ ,Vd) G 11^=2 posons 

K{v) = Ajla dvj, Kk{v) = A'j^^j^^ dvj, k = 2,...,d. 

On a toujours Qj A K{v) = si j > 2. D'autre part, pour un tissu 
donné, f2i A K{y) est ou bien toujours nul, ou bien non nul pour tout 
V dans un ouvert dense de nj=2-^/"- Pour montrer que c'est la seconde 
propriété qui est vraie, nous raisonnons par l'absurde et par récurrence, 
en supposant d > n et que la seconde propriété est vraie pour tous les 
sous-tissus d'ordre d — 1 de T. Plus précisément nous pouvons supposer 

(6) VLiAK{v) = Q, VLiAKk{v)y^Q {k = 2,...,d), 

pour tout V G 11^=2 voisin d'un certain t>° fixé. Soit H le sous-espace 

de V*, de dimension r + d — 2 < rn, engendré par F^ et les formes 
,,0 

^25 • • • 5 '^d-l- 

En appliquant ([6]) à nous obtenons que appartient à H. En 
écrivant pour v = puis, pour k G {2, . . . ,n} donné, en faisant 
varier Vk au voisinage de en particulier Vk décrit une base de F^, 
nous obtenons que F^ est contenu dans H. 

Ainsi H contient F^, . . . , F^. C'est une contradiction car, compte tenu 
de la condition de position générale (PC), ces espaces sont en somme 
directe et donc engendrent un espace de dimension rn > dim if. □ 
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Démonstration de ^ pour h > 1. — Nous supposons que ([5]) est vrai à 
l'ordre h — 1 et nous le démontrons à l'ordre h. Par symétrie, il suffit de 
montrer que la n-ième composante d'un élément de R{h) est nulle. 

Le sous-tissu T' = T\{J-'i, . . . , J-'n-i} est d'ordre d — (n — l) donc, par 
hypothèse de récurrence, l'espace R'{h — 1) de ses relations homogènes 
de degré h — 1 est réduit à 0. 

Soit X G Cl^Z^Fj, vu comme un champ de vecteurs constant sur V. 
Notons que 



oii les coefficients sont des scalaires. Il en résulte que {X ■ Cj{Kj))Qj est 
une normale fermée de J-'j, nulle si j = 1, ... ,n — 1. En appliquant un 
tel vecteur à un élément de R{h), on obtient donc en fait un élément de 
R'{h — 1), donc une relation triviale. 

En particulier, la n-ième composante de la relation initiale est annulée 
à la fois par les vecteurs X G F„ et par les éléments du supplémentaire 
ri^zlFj de F„. Cette composante est constante et homogène de degré 
h > 1, donc nulle. □ 

Finissons par une remarque. Soit T' un sous-tissu d'ordre d' = d — 1 
du (i-tissu T, avec d — 1 > (r + h){n — 1) + 1. Notons R{h), R'{h), 
N{h) et N'{h) les espaces associés de relations et de normales fermées 
homogènes de degré h. On sait que dim R{h) + dira N (h) = d dim Er{h) 
et que dimR'{h) + dim A^'(^) = U - 1) dimE^(/i). 

Si la dimension de R{h) est maximale, comme N'{h) est un sous-espace 
de N{h), on obtient dimR'{h) > dim R{h) — dim Er{h) et donc que R'{h) 
est de dimension maximale. 

En appliquant cette remarque k h E {0,1} et en itérant, on obtient le 
lemme suivant, que nous utiliserons. 

Lemme 2.2. — Un sous tissu T' , d'ordre d' avec q{d') > n — 1, d'un 
d-tissu constant semi-extrémal est aussi serai- extrémal. 

2.2. Exemples. — Nous continuons avec les notations précédentes. 

Notons A = {1, . . . , r} X {1, . . . , n}. Soit m = {rna,a){a,a)£A une base de 
V*. Cette base étant fixée, nous associons à tout point p = Cn] 
de P"~\ le feuilletage J^{p), constant de type (r, n), dont la direction est 
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donnée par le système d'équations 

n 

ma,a = 0, O = 1, . . . , r. 

a=l 

Ces feuilletages n'ont rien de particulier si r = 1. Nous supposons main- 
tenant r > 2. Des feuilletages J-'{pj) vérifient la condition (PG) si et 
seulement si les points pj sont en position générale dans P"^^. Il suffit 
de le vérifier pour d = n; les deux propriétés se traduisent alors par le 
fait que la matrice n x n formée à partir des systèmes de composantes 
homogènes des pj est inversible. 

Le lemme suivant est standard. 

Lemme 2.3. — Une base {ma,a){a,a)£A de V* étant donnée, si d points 
deux-à-deux distincts pj appartiennent à une même courbe rationnelle 
normale de degré n — 1 de P""-*^, les bornes 0) sont atteintes pour tout 
h par le tissu {J^{pi), . . . ,J^{pd)}- H est donc de rang maximal. 

Démonstration. — Une courbe rationnelle normale de degré n — 1 dans 
P"^^ admet un paramétrage de la forme p{t) = [(f)i{t) : ■ ■ ■ : (pn(t)], où 
les (pait) forment une base de l'espace des polynômes de degré < n — 1. 
Les points pj = pitj), on peut supposer tj e C, sont en position générale 
dans P"~i dès que les tj sont deux-à-deux distincts. 

Pour toute valeur de t G C, notons lait) = '^a=i^ai^) ''^a.,a- En 
développant fl{t) = Al^^^dla{t) suivant les puissances de t, on obtient 

r(n— 1) 

où les r-formes constantes Kp ne dépendent pas de t. Ainsi les normales 
génératrices constantes fl(t) des feuilletages J-'{p(t)) engendrent, quand 
t décrit C, un espace de dimension < r(?2 — 1) + 1. 

Plus généralement, étant donné /i G N et c G Er{h), la fonction 
c(Zi(t), . . . ,lr{t)) est polynomiale en t de degré < h{n — 1) donc 

(r+h)(n-l) 

c(/i(t),...,/,(t))fi(t)= J2 ^'^^'P' 

p=0 

oii les A'cp sont des r-formes homogènes de degré h sur V, indépendantes 
de t et dépendant linéairement de c G E^ih). Quand t décrit C et que 
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c parcourt une base de Er{h), elles engendrent un espace de dimension 
< dim Er{h) x ((r + h){n-l) + l). 

Ceci démontre le lemme. En effet, si le d-tissu T est comme dans 
l'énoncé, on obtient que l'espace N{h) engendré par ses normales fermées 
homogènes de degré h vérifie 

dimN{h) < dimEr{h) x mm{d, (r + h){n — 1) + 1), 

ce qui équivaut au fait que le premier membre de (jl]) est aussi plus grand 
que le second. □ 

Le lemme précédent a l'intérêt de montrer simplement que la borne 
Pr,n{d) pour le rang d'un tissu T est atteinte et, dans le cas d'un tissu 
constant, qu'elle est atteinte si et seulement si les inégalités ([4]) sont des 
égalités pour tout h. 

Comme conséquence, si q{d) > n — 1, un d-tissu constant est semi- 
extrémal si et seulement si ses espaces -R(O) et -R(l) sont de dimension 
maximale, soit d — r{n — 1) — 1 et r[d— (r + l)(n — 1) — 1] respectivement, 
et c'est le cas s'il est de rang maximal. 

Le lemme précédent admet la réciproque suivante, déjà remarquée dans 
Chern-Griffiths [6] et Little [T5] . 

Lemme 2.4- — On suppose d > r{n — 1) + 1 si r > 3, d > 2n + 1 si 
r = 2. Si le système des normales constantes du tissu {J-'(pi), . . . , J^{pd)} 
est de rang minimal r{n — 1) + 1, les points Pj sont situés sur une même 
courbe rationnelle normale de degré n — 1 de P"~^. 

Démonstration. — Si p = [^i : ■ ■ ■ : G P"^^, 

r / n \ n 

^(P) = A ( 5Z ^" dnia^a j = 5Z ^"1 • • • ^"r d^hai A ■ • ■ A dmr,ar 

a=l \a=l / ai,...,ar=l 

est une normale constante génératrice de J^{p)- Tous les monômes ho- 
mogènes de degré r en (^i, . . . sont des composantes de Q{p) dans 
la base canonique de A'^V*, avec des répétitions, les autres composantes 
étant nulles. On en déduit que le rang du système des normales des feuille- 
tages J-'{pj) est égal à la dimension de l'espace engendré par les points 
Vripi), ■ ■ ■ Vr{pd), où Vr cst uu plougcmeut de Veronese d'ordre r de P"~^, 
c'est-à-dire associé au système linéaire |Cpn-i(r)|. 

C'est un résultat classique de Castelnuovo, voir par exemple Har- 
ris [12j . que si d > r{n — 1) + 1 (respectivement d > 2n + 1 si r = 2), 
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la dimension de l'espace engendré par les points Vripj) est de dimension 
minimale r(n — 1) + 1 si et seulement si les points p^, supposés être en po- 
sition générale dans P*^"^, appartiennent à une même courbe rationnelle 



2.3. La géométrie du système des normales. — Nous avons le 
résultat suivant. 

Proposition 2.5. — Soit T un d-tissu constant semi-extrémal de type 
{r,n) sur l'espace V avec r >2. Il existe une base {ma,a)(a,a)<^A de V* et 
des points pi, ■ ■ ■ ,Pd, en position générale dans P"~^, tels que les compo- 
santes de T soient les feuilletages J^{pj)- De plus les points pj sont situés 
sur une même courbe rationnelle normale de degré n — 1 dans P"^-*^. 

Cliern et Griffitlis cherchent dans [6] à établir un résultat de cette 
nature. Ils l'obtiennent pour r = 2, mais en renforçant la condition (PG) 
si n > 3. Ils n'utilisent que le fait que le système des normales constantes 
est de rang minimal 2(n — 1) + 1. Little cherche dans [15] à généraliser 
l'étude de [6] pour r > 3 mais sa démonstration semble reposer sur un 
cercle vicieux, à la fin de la page 26 ou au début de la page 27. 

Démonstration. — La seconde partie de l'énoncé est une conséquence de 
la première et du Lemme 12. 4[ 

Notons J-'j les composantes du tissu T, Fj la direction et Qj une nor- 
male génératrice constante de J^j. 

À l'opposé des travaux que nous venons de mentionner, c'est à partir 
de l'espace des relations abéliennes homogènes de degré 1 du tissu que 
nous allons construire la base adaptée {ma^a){a,a)GA- 
Nous supposons d'abord q{d) = n — 1. 

Alors d= (r + l)(n — 1) +2 et par hypothèse l'espace -R(l) des relations 
homogènes de degré 1 est de dimension maximale r{d—{r + l){n — l) — l) 
c'est-à-dire de dimension r. Soit 



une base de -R(l). Nous affirmons que = {uij, . . . ,Urj) pour tout 
j. Sinon une combinaison linéaire non triviale convenable des relations 
ci-dessus aurait sa j-ième composante nulle. Elle induirait une relation 
abélienne non triviale du {d — l)-tissu T\{J^j}, ce qui est impossible 
d'après la majoration (jl]) appliquée k d — 1. 



normale de degré n — 1. 



□ 




a = 1, . . . ,r. 
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Comme V* = ©"=1-^/-, nous définissons une base de V* en posant 

TT^a,a Ua^a-i Q' ^i ■ ■ ■ i^i ^ 1, . . . , 71. 

Pour ce choix de base et par construction, pour j = 1, . . . , n le feuilletage 
J^j est le feuilletage J^{pj) associé au point pj G P"^i dont les coordonnées 
homogènes sont toutes nulles sauf la j-ième. 

D'autre part, les normales VLj engendrent un espace de dimension 
r(n — l) + l = (i — net sont en position générale dans cet espace. Nous 
choisissons fi„+i, . . . .VL^ comme base de cet espace et décomposons 

d 

VLq^ ^ ^ ^ 1, . . . , n. 

j=n+l 

Les relations X]j=i '^aj^j = s'écrivent alors 
d / n \ 

( Ua,j + ^ ^a,jUa,a | = 0. 
j=n+l \ a=l / 

Si j > 77, + 1, le feuilletage J^j est donc défini par le système 

n 

^a,jma,a = 0, a = 1, . . . , r. 

a=l 

C'est le feuilletage J^{pj) associé au point pj = [^ij : ■ ■ ■ : de f^-'^ 
pour la base des „. Ceci démontre la proposition dans le cas particulier 
oii q{d) = n — 1. 

Nous supposons maintenant q{d) > n — 1. 

Pour en déduire le résultat dans le cas général, le plus simple est d'ap- 
pliquer le Lemme 13.31 dû à Akivis [T] , que nous démontrerons au début 
du Chapitre 3 : un (n + l)-tissu détermine sur V une structure presque 
grassmannienne constante. 

Nous venons de montrer que si g(c?) = n — 1, un (i-tissu semi-extrémal 
est presque grassmannien, c'est-à-dire que les structures déterminées par 
ses sous-tissus d'ordre (n + 1) coïncident. 

Dans le cas général, comme tous les sous-tissus de T, d'ordre d' avec 
q{d') > n — 1, sont aussi semi-extrémaux d'après le Lemme 12. 2^ il suffit 
d'appliquer le cas particulier déjà résolu à tous les sous-tissus d'ordre 
(r + l)(n — 1) + 2 qui contiennent J^i, . . . ,J^n+i pour obtenir encore le 
résultat. □ 
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3. Tissus semi-extrémaux et la méthode canonique 

Nous revenons au cas général. Nous rappelons d'abord la notion de 
structure presque grassmannienne, nous dirons aussi Gr,n-structure, et 
sa relation avec la théorie abélienne des tissus, suivant Akivis [T]. 

Etant donné un tissu T sur un germe (M, xq), nous définissons son tissu 
tangent Tx en un point x. C'est un tissu constant sur l'espace tangent 
T^M, dont le rang est au moins égal à celui de T. Ce fait nous permet 
d'appliquer les résultats obtenus pour les tissus constants dans le chapitre 
précédent, d'abord bien sûr d'obtenir la borne de Chern-Griffiths dans le 
cas général. 

La principale application concerne les tissus semi-extrémaux. Il résulte 
de la Proposition 12 . 51 qu'un tel tissu détermine une structure presque gras- 
mannienne sur le germe (M, xq) on il est défini, et même un peu plus. Ces 
propriétés sont suffisantes pour mettre en œuvre la méthode canonique 
de façon efficace. Elles sont d'ailleurs inutiles dans le cas particulier oii 
q{d) = n — 1, dont nous rappelons la démonstration historique. 

La fin du chapitre est plus technique. Il s'agira de calculer le rang d'une 
application qui paramètre le germe de variété décrit par les courbes a{x) 
dont il est question dans la Définition 11.131 de la variété de Blaschke. Le 
résultat clé, que cette application est de rang r + 1, nous permettra dans 
le prochain chapitre de montrer que la variété de Blaschke Xj- du tissu 
est elle-même de dimension r + 1. 

3.1. Structures et tissus presque grassmanniens. — Nous notons 
à nouveau A = {l,...,r} x {l,...,n} et nous indexons les éléments 
d'une base de par les paires (a, a) G A. Les entrées d'une matrice 
g G GL(C™) s'écrivent alors gaa,bi3 avec (a, a), {b, f3) G A. 

Soit Gr,n le sous-groupe des matrices g G GL(C''"') de la forme 

gaa,bi3 = CabAais, {a, a), {b, (3) G A. 

Une structure presque grassmannienne de type (r, n) ou G r^n- structure sur 
le germe fisse (M, xq) de dimension rn est une G-structure sur (M, a;o) 
pour le groupe G = Gr-,n- 

Parmi les différentes façons de se donner une telle structure, la plus 
commode ici est de la définir par une famille maximale de bases du mo- 
dule des 1-formes sur (M, a;o) telle que les formules de passage d'une base 
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{^a,a){a,a)eA de la famille à une autre {na^a){a,a)eA sont de la forme 

r n 

(7) Ua^a = X] X] CabAal3 mb,f}, 

b=l 13=1 

OÙ les coefficients Cab et Aap sont des fonctions sur (M, xq). Nous dirons 
qu'une base qui appartient à la famille définit la structure. 

Nous utiliserons les notions géométriques suivantes qu'une Gr,n- 
structure permet de définir. 

Définition 3.1. — Soit (M, xq) un germe lisse muni de la Gr,„-struc- 
ture définie par une base {ma^a){a,a)(^A- Une sous-variété distinguée de 
(M, xq) est une sous-variété N de codimension r, dont l'espace tangent 
T^N en un point est donné par des équations de la forme 

n 

(8) ^ia{x)ma^a{x) = a = l,...,r. 

a=l 

Définition 3.2. — Un feuilletage sur (M, xq) est presque grassmannien 
si ses feuilles sont des sous- variétés distinguées de (M, xq). Un tissu est 
presque grassmannien si les feuilletages qui le composent le sont. 

Il est très facile de vérifier que ces notions ne dépendent que de la struc- 
ture et pas de la base définissante choisie. D'autre part, la structure est 
déterminée par ses sous- variétés distinguées. L'énoncé plus précis suivant 
est dû à Akivis p!|. Nous l'avons utilisé à la fin du chapitre précédent. 

Lemme 3.3. — Soit {J^i, . . . ,J^n+i} un (n + l)-tissu de type {r,n) sur 
un germe (M, xq). Il existe une et une seule G r,n- structure sur (M, xq) 
pour laquelle ce tissu est presque grassmannien. 

Démonstration. — Chaque feuilletage J-'j est défini par un système 

= 0, a = l,...,r. 

Compte tenu de la condition (PC), les Ua,a avec a ^ n + 1 forment une 
base du module des 1-formes sur (M, xq). Pour chaque a, on décompose 
^a,n+i dans cette base 

n r 

^a,n+l = ^ ] ^a,ay ^a,a = ^ ] Caba^b,a- 

a=l 6=1 
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La condition (PG) implique que les rria „ forment une base. Par construc- 
tion, les feuilletages J^j sont définis respectivement par les systèmes 

n n 

mij = ■■■ = rrirj = (j = 1, . . . , n), ^ mi,„ = • • • = ^ m^,^ = 0. 

a=l a=l 

En particulier ils sont presque grassmanniens pour la Gr,n-structure 
définie par la base {ma^a){a,a)€A- 

Supposons qu'ils sont aussi presque grassmanniens pour la structure 
définie par une autre base {na^a){a,a)£A- Par définition, chaque feuilletage 
J-'j est défini dans la nouvelle base par un système analogue à ([HD dont 
les coefficients forment un système de coordonnées homogènes de Pj{x) 
pour une certaine fonction pj : (M, xq) — P"^^. Un changement de base 

n 
13=1 

ne modifie pas la structure et permet de supposer que Pn+i = [1 • ' ' ' • 1] 
et que, si j < n, les coordonnées homogènes des pj sont nulles sauf la 
j-ième, autrement dit que les J^j sont définis par les systèmes 

n n 

nij = ■■■ = rirj = (j = 1, . . . , n), ^ ni,„ = ' ' ' = XI ^ 

a=l a=l 

Des deux présentations obtenues de la même famille de feuilletages, on 
déduit que n^j = J2b=i Cabj^bj pour j = 1, . . . , n et que 

r n r n 

Yl Yl ^^bjrubj = YY1 ^<^bmb,j. 

6=1 j=l 6=1 j=l 

Donc Cabj = Dab pour tout j et les deux bases de 1-formes définissent la 
même structure presque grassmannienne. □ 

Deux Gr-,n-structures, définies sur des germes (M, xq) et {M\xq), sont 
isomorphes s'il existe un isomorphisme de (M, xq) sur (M', x'q) qui les 
échange. 

Suivant la terminologie habituelle de la théorie des G-structures, une 
Gr,n-structure est intégrable si elle est (localement) définissable par une 
base de 1-formes exactes. Sans le dire, nous avons montré au début 
de la Section 1.2 que la grassmannienne Gr,„ admet une Gr,n-structure 
intégrable. On vérifie facilement que deux Gf.^„-structures intégrables sont 
isomorphes. 
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Il est remarquable que si r > 2, ce n'est pas le cas si r = 1, la pro- 
priété pour un d-tissu de type (r, n) d'être isomorphe à un tissu grass- 
mannien est caractérisée par une propriété géométrique simple. Comme 
le remarque Akivis pQ, si (i > n + 1 il suffit pour montrer que c'est le 
cas, de montrer d'une part que le tissu est presque grassmannien, c'est- 
à-dire que tous les (n + l)-tissus qu'on peut en extraire définissent la 
même structure presque grassmannienne, ensuite que cette structure est 
intégrable. 

Nous n'aurons pas directement besoin dans cet article des critères 
d'intégrabilité donnés en particulier dans Akivis [T] et Goldberg [10] . 
mais ils interviennent dans |19] dont nous utiliserons les résultats dans 
les démonstrations du Chapitre 4. 

3.2. Tissu tangent et applications. — Soit T = {J-'i, . . . , J-'d} un 
(i-tissu de type (r, n) sur un germe lisse (M, xq). Pour chaque j, soit Qj 
une normale génératrice de J-'j. 

La valeur flj{xo) G A^T*^M est une normale génératrice d'un feuille- 
tage constant J-'j,xo de T^^M, évidemment indépendant du choix de VLj. 

Définition 3.4- — Le (i-tissu constant Txq = {J^i,xoy ■ ■ ■ : J^d,xo} sur 
TxqM est le tissu tangent de T en xq. 

Soit z une fonction ou une forme sur (M, xq). Sa valuation en xq est 
son ordre fini ou infini d'annulation au point xq. Si la valuation de z 
est supérieure ou égale à un entier donné /z. > 0, on lui associe sa partie 
principale d'ordre h, un polynôme [z\h homogène de degré h sur T^f^M. 

Si l'on se donne un système de coordonnées de M en xq, [z]fi est sim- 
plement la partie homogène de degré h de la série de Taylor de z en xq. 
Il est bien connu que, interprétée comme un polynôme sur T^gM, elle ne 
dépend pas du système de coordonnées choisi. 

Soit R l'espace des relations abéliennes du tissu T en xq et si h E N, 
Rh le sous-espace de R de ses relations de valuation > h. 

Si des Zj Qj sont les composantes d'un élément de Rh, comme 

[zj Qj]h = [zj]h^lj{xo), [d{zj flj)]h-i = d[zj]h A Qj{xo), 

le d-uplet des [zj]h^jixo) est une relation abélienne, homogène de degré 
h du tissu tangent 7^^. Nous avons donc un morphisme linéaire 

(9) Rh/Rh+i^ Rxoih), 
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évidemment injectif, à valeurs dans l'espace Rxo{h) des relations 
abéliennes homogènes de degré h du tissu tangent Compte tenu de 
la Proposition 12.11 nous obtenons la borne de Chern-Grifïiths sous la 
forme précisée 

(10) dimRh/Rh+i < dimEr{h) x max (rf - {r + h){n - 1) - 1,0). 

Nous supposons maintenant que le tissu T est semi-extrémal de type 
(r, n) avec r > 2. 

Les applications canoniques Rq/Ri Rxo{0) et R1/R2 — > Rxoi^) sont 
alors nécessairement des isomorphismes, en particulier le tissu tangent Txq 
est semi-extrémal. Comme la propriété d'être semi-extrémal est ouverte, 
le tissu tangent Tx en tout point x G (M, xq) est semi-extrémal. 

Nous pouvons donc appliquer la Proposition 12.51 La notion de struc- 
ture presque grassmannienne permet d'énoncer le résultat dans un cadre 
géométrique naturel. 

Théorème 3.5. — Un d-tissu semi-extrémal T = {J^i, • • • , J^d} de type 
{r,n), r >2, sur un germe (M, xq), y détermine une Gr,n- structure pour 
laquelle il est presque grassmannien. De plus, si la base {rna,a) {a,a)eA 
définit la structure, il existe une base {pa(t))^=i du module des polynômes 
de degré < n — 1 et à coefficients analytiques sur (M, xq), et des fonctions 
9j : (M, a;o) — telles que Tj est défini par le système 

n 

'^PaiOj)ma,a = 0, O = 1, . . . , r. 
a=l 

Il résulte des commentaires de la section précédente que le tissu est 
isomorphe à un germe de tissu grassmannien si et seulement si l'on peut 
choisir les formes ma,a fermées. 

Un changement de base na,a = X]/3=i Ca^ma^fi permet de supposer 
Vaif) = indépendant de x G (M, xq). On se ramène aussi à ce que 
les 9j soient à valeurs dans C. On obtient ainsi la forme normale suivante 

n 

(11) $^^r''^«." = 0' a = l,...,r, 

a=l 

des équations des J^j. C'est cette forme que nous utiliserons dans les 
calculs qui vont suivre. Les points [1 : 6 j{x) : ■ ■ ■ : 6j{xY~^] appartiennent 
à une courbe rationnelle normale de degré n — 1 de P"^^. C'est une 
propriété des normales du tissu qui, sauf si n = 2, n'est pas impliquée 
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par le fait qu'il est presque grassmannien. Enfin, même si la structure est 
intégrable, on ne peut pas toujours choisir une base de formes fermées 
pour laquelle les équations du tissu s'écrivent sous la forme normale 

3.3. Une démonstration historique. — Soit T un rf-tissu de type 
(r, n) avec q{d) = n — 1. Compte tenu de (ÎTUj) il n'a pas de relation 
abélienne non triviale de valuation > 2. Il revient au même de dire qu'il 
est de rang maximal ou qu'il est semi-extrémal, ce que nous supposons. 

C'est un cas qui n'est pas exclu dans la suite de cet article, mais il 
serait dommage de ne pas rappeler ici la démonstration classique du fait 
qu'il est isomorphe à un germe de tissu algébrique grassmannien. Nous 
renvoyons à Chern [8] pour sa relation avec le théorème de Lie sur les 
surfaces de double translation et ses généralisations (Tschebotarow 1927, 
Wirtinger 1938). 

La puissance de la méthode canonique est spectaculaire dans ce cas. 
La démonstration de Howe lorsque (r, n) = (1,2) (voir ^) se généralise 
sans encombre, à partir « seulement » des définitions, de la borne de 
Chern-Grifiiths et du théorème d'Abel inverse. 

Le (i-tissu T est de rang maximal r+n. Nous reprenons les notations de 
la Section 1.3. Les applications de Poincaré prennent leurs valeurs dans 
l'espace C'est un exercice de vérifier directement (plus simple- 

ment que dans la prochaine section) que si x G (M, xq), les d points Kj{x) 
engendrent un espace projectif {ki{x), . . . , Kd{x)) de dimension n — 1 et 
que l'application 

XH-> {Ki{x),...,Kd{x)), 

est un isomorphisme de (M, xq) sur un germe de la grassmannienne Gr,„. 
C'est en fait cette application que Poincaré considère dans |21j avec r = 1 
et n = 2. 

On vérifie aussi facilement que, par construction, l'image du tissu T 
par cet isomorphisme est un tissu grassmannien. Cette image est un tissu 
algébrique compte tenu du théorème d'Abel inverse. 

3.4. Mise en oeuvre de la méthode canonique. — Nous conti- 
nuons l'étude d'un d-tissu semi-extrémal T = {J^i, ■ ■ ■ , J^d}, de type (r, n) 
avec r > 2, sur un germe lisse (M, xq). 

Les propriétés déjà obtenues sont résumées par le Théorème 13. 5[ Nous 
choisissons la base de 1-formes {ma^a)(a,a)eA telle que les feuilletages J^j 
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sont présentés sous la forme normale ([TT|) . La r-forme 

r / n \ r(n-l) 

(12) = /\ [Y,e^-W,o. = Y. ^'^p' 

a=l \a=l / p=0 

OÙ le membre de droite est simplement le développement du membre 
médiant en puissance de 9j, est une normale génératrice du feuilletage 
J-'j. Elle n'est pas fermée en général. Les r- formes Kp sur {M,xq) sont 
linéairement indépendantes au point Xq, puisque le système des normales 
en un point est de rang r(n — 1) + 1, 

Un (i-uplet de normales zj Qj, supposées fermées, est donc une relation 
abélienne si et seulement si les fonctions zj vérifient les équations 

d 

(13) J]^;;2^. = 0, p = 0,...,r(n-l). 

Le système (IT^ est un système de Vandermonde sous-déterminé dont la 
solution générale est facile à écrire à partir de la solution (ci, . . . , q) du 
système de Vandermonde- Cramer 

d 

(14) J2e';cj = ôpd-i, p = o,...,d-i. 

Lemme 3.6. — La solution (analytique) générale du système [TB) sur 
(M, Xq) est donnée par 

(15) Zj{x) = Cj{x)f{x,ej{x)), j = l,...,d, 

où f{x,t) est (analytique et) polynomiale en t de degré < q{d). 

Rappelons que nous notons q{d) = d — r{n — 1) — 2. Insistons d'autre 
part sur le fait que fil 51) caractérise les systèmes de normales ZjVLj non 
nécessairement fermées, de somme nulle. 

Soit + 1 le rang du tissu T. Suivant la méthode canonique, nous 
choisissons une base B, 

(0S'\...,0?)), A = l,...,iV + l, 

de l'espace R des relations abéliennes du tissu T et nous introduisons les 
applications de Poincaré, une pour chaque feuilletage J-'j, 

(16) : (M,Xo) ^ P^, K,{x) = [<pf\x) <pf~''\x)]. 
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Nous verrons bientôt qu'au moins une composante 0^- (x) est non nulle. 

L'écriture (ÎT6|) est un peu abusive : les coordonnées homogènes de 
Hj{x) sont des formes, mais colinéaires. Elle a l'intérêt de montrer que ces 
applications ne supposent pas un choix des normales génératrices et que, 
à un automorphisme près de l'espace but P^, la famille des applications 
Kj ne dépend pas de la base B choisie. 

Si l'on écrit = Cj'^^Nj où les Nj sont des normales génératrices 

fermées, on obtient dC,j'^^ ANj = 0. Autrement dit kj = [Cj^-* : ■ ■ ■ : Cj^'^^'*] 
est constante le long des feuilles de J-'j. 

Remarquons aussi que, lorsque x varie dans (M, xq), les points Hj{x) 
engendrent P^. En effet, s'ils restaient contenus dans un hyperplan, on 
aurait une relation de dépendance linéaire non triviale entre les rela- 
tions abéliennes {(f)[^\ ■ ■ ■ , 0^^''), en contradiction avec l'hypothèse qu'elles 
forment une base. 

Nous utilisons les normales f|T2|l et nous écrivons (f)^'^^ = Zj'^^ ^j. Le 
point K,j{x) s'écrit 

n,{x) = [zf\x) : ■ ■ ■ : zf^'\x)]. 

Les propriétés que nous voulons établir, d'abord au point Xq, ne 
dépendent pas du choix de la base B. Nous allons la choisir de telle sorte 
que ces propriétés apparaissent comme évidentes. 

Nous pouvons supposer (M, xq) = (C''"',0). Notons Ua^a les formes 
linéaires sur telles que dua^a = ^a,a{0)- Les feuilletages tangents 
J-'j^xo des J-'j sont définis par les systèmes dlj^i = ■ ■ ■ = dlj^r = 0, oii 

n 

hA^) = ^0jiXo)"~^Ua,aix). 
a=l 

Nous choisissons la base i? de i? en partant d'un système de q{d) + 1 
relations de valuation dont les parties principales constituent la base 

(ci(xo)6'i(xo)''^^i(xo), . . . , Cdixo)9d{xo)Pnd{xo)), p = 0, . . . , q{d), 

de l'espace des relations homogènes de degré de et en la complétant 
par une base Bi de l'espace Ri des relations de valuation > 1 de T. 

Les Cj(xo) sont non nuls compte tenu de la forme du système f|T^ donc 
^,{xo) = [1 : e,{xo) : ■ ■ ■ : e,{xoy^^^ : : ■ ■ ■ : 0], 
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avec 6j{xQ) 7^ Oki^o) si j 7^ k. Les applications Hj sont bien définies, 
les points Kj(xo) engendrent un g((i)-plan F''^'^\xo) et sont en position 
générale dans cet espace. Ils appartiennent à la courbe rationnelle nor- 
male a{xo) de degré q{d) paramétrée par t ^-^ [1 : t : ■ ■ ■ : t'^^'^^ : : ■ ■ ■ : 0]. 
C'est la seule courbe de ce type (une telle courbe est déterminée par 
q{d) + 3 de ses points) qui passe par les points Kj{xo). 

Nous choisissons la base Bi en complétant un système de r relations 
de valuation 1 dont les parties principales sont les relations abéliennes 
homogènes de degré 1 suivantes du tissu tangent Txq ■ 

(ciixo) /i,a(x)fii(xo), . . . , Cd{xo)ld,aix)nd{xo)), l < a < r. 

Ce choix fait, parmi les composantes de valuation > 1 de K,j{x) figurent 

/,,i(x) + 0(|x|2),...,/,,,(x) + 0(|x|2), 

dont les différentielles en xq sont linéairement indépendantes. Il en résulte 
que Hj est de rang > r en xq, donc de rang r puisque kj est constante 
le long des feuilles de J-'j. Son image est un germe {Z, Kj{xo)) de variété 
lisse de dimension r, transverse au plan P'?('^) et donc à la courbe a{xo). 

Enfin, comme les composantes homogènes d'un point de P''*-'^^(xo), 
correspondant aux composantes précédentes de i^j{x), sont nulles, les 
formes dlj^a{xo) s'annulent sur le noyau de la différentielle de l'applica- 
tion X I—)- P'''^''^(a;o) pour tout j et tout a. Comme les feuilletages J-'j vérifie 
la condition (PC), ce noyau est nul. 

Ainsi X 1— )■ F'^^'^'>{x) est une immersion et comme ¥'^^^\x) est l'espace 
engendré par la courbe <j{x), l'application x 1— j- a{x) en est une aussi. 

Les propriétés précédentes sont vérifiées en tout point : il suffit d'ap- 
pliquer la même réduction à la restriction près de x G (M, xq) de l'espace 
des relations abéliennes du tissu Nous avons donc : 

Lemme 3.7. — Chaque application de Poincaré kj : (M, xq) — î- est 
de rang r, constante le long des feuilles de Tj. La réunion des germes 
d'image des kj engendre . 

Pour tout X G (M, xo), les d points Kj{x) sont des points deux-à-deux 
distincts d'une courbe rationnelle normale cr(x) de degré q{d) , transverse 
aux images des germes Hj. L'application x 1— > a{x) est une immersion. 



3. En fait le rang de T en un point est constant mais c'est sans importance ici. 
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3.5. Conditions d'intégrabilité. — Cette section est une section de 
calculs. Il s'agit, étant donné un seul feuilletage défini par un système 
complètement intégrable de la forme flTTl) avec une fonction 6 donnée, 
d'établir certaines formules en gardant trace de leur dépendance en 6. 
Elles seront utiles dans la prochaine section. 

Soit {Xa,a){a,a)£A la base de champs de vecteurs duale de la base de 
1-formes {ma,a){a,a)eA- Pour t G C, nous posons 

n r 
Ut) = J2t'"~^ma,a, a=l,...,r, Q{t) = /\la{t). 

a=l a=l 

Pour t fixé, les formes la{t) et les formes rria^a avec a ^ 1 constituent 
une base de 1-formes sur (M, xo) dont la base duale est constituée des 
champs de vecteurs Xa,i (indépendants de t) et 

YaAt) = Xa,a " f^'^Xa,!, O = 1, . . . , r, « = 2, . . . , n. 

Dans la suite comme ci-dessus, nous ne notons pas la variable x. En 
particulier, si 9 est une fonction sur (M, xq), nous notons la{0) pour la 
1-forme x H- /^(x, 9{x)) et Ya^a{9) pour le champ x H- Ya^a{x, 9{x)). 

Lemme 3.8. — // existe, pour tout (a, a) G A avec a ^ 1, des po- 
lynômes Aa^aif) de degrés < 2n — 1 et Ba^aif) de degrés < 2n — 2, à co- 
efficients analytiques sur (M, xq), tels qu'on ait les propriétés suivantes. 

Pour toute fonction 9 : (M, xq) — )• C définissant un système différentiel 
la{9) = 0, a = 1, . . . ,r, complètement intégrable, et pour toute solution z 
sur (M, Xo) de l'équation d{zQ{9)) = 0, on a pour (a, a) & A avec a ^ 1 : 

(17) Ya,a{9)-9 = Aa,a{0), 

(18) Ya,a{0) ■ Z = ^Xa,l " + z5,,,(^). 

Démonstration. — Il est commode de noter [k]i{t), oii A; G N et où J 
est un indice qui dépend du contexte, une forme ou une fonction sur 
(M, Xo), polynomiale de degré < en t G C Par exemple on peut écrire 
dma^a = [0]a,o(^) et, de la définition la{9) = J2a=i^°'~^''^a.,a, on déduit 

n 

dla{9) = Y, d^^~' ^ + - 

13=1 
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D'autre part, le système étant supposé complètement intégrable, il existe 
des 1-formes ^, qui dépendent de 6 d'une façon inconnue, telles que 

r r n 

b=l 6=1 13=1 

La forme dlaiO) a aussi une décomposition canonique de la forme 
'^Cb,i3,c,-yfnb,i3 A mc,^ avec Cb^/s^cy + Cc,'y,b,i3 = 0. Nous chassons le 
coefficient de rria^a A mb^^ dans les deux expressions ci-dessus de dla{0). 

1) En identifiant les coefficients de rria^a A mb^p avec a 7^ 6, on obtient : 
soit si /3 = 1 : 

+ [n- lUAe) = e'^-'{Tl,,Xb,i) - (r%,x„,„). 

Éliminons entre les deux équations précédentes : 

{de^-\YbAO)) + [2n - 2U,p = e^-\Tl,,YbAO)). 

En choisissant a = 1 puis a = 2, nous obtenons pour a ^ b : 
{Tl,,YbA0)) = [2n-2UA0), 

(de.YbAO)) = e{Tl,,YbAO)) + [2n - 2UA0)- 

Parce que r > 2, nous pouvons effectivement choisir a ^ b si b est 
donné. La seconde relation, compte tenu de la première, donne alors 
{de,YbA0)) = [2n - l]bA0)- C'est la formule 

D'autre part, la première relation, valable si a 7^ 6, donne : 

r 

(19) {J2 C YbA0)) = Kb, y^AO)) + [2n - 2\bAe). 

a=l 

2) En identifiant les coefficients de nia^a A ma.i pour a 7^ 1, on obtient : 

{de--\x,A + [n- i],AO) = e^-\rl^,x^A - (r^,„,x,,„) ; 

c'est-à-dire 

{Tl^^YaAO)) = -{de^-\Xa,i) + [n- lUm- 
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Compte tenu de f|T9l) . on a donc : 

r 

(20) = -(rfe'^-SX,,!) + \2n - 2],,^(^). 

a=l 

3) La dérivée extérieure dfl{9) de ^2(6*) = Aj^^]^/a(6') est égale à 

r 

A ■ ■ ■ A h-i{e) A dib{e) A A ■ • ■ A ir{e) 

6=1 

doncà(ELir^,jAfi(^). 

Soit maintenant z une solution sur (M, xq) de l'équation (i(2;fi(6')) = : 

r 
6=1 

donc {Ya^a{(^), dz + z J2b=i ^bb) = pour tout a 7^ 1. Compte tenu de la 
formule fl20p . nous obtenons 

■ z = ■ + z[2n - 2l,o.{e), 

ce qui termine la démonstration du lemme. □ 

Lemme 3.9. — Sous les hypothèses du lemme précédent, il existe des 
polynômes aa^ait), basait) en t ainsi que des polynômes Ca,a(t,s) de degré 
< 2n — 3 et datait, s) de degré < n — 2 en {t,s), à coefficients analytiques 
et indépendants de la fonction 9, tels que : 

YaAt) ■ (j^) = ^ ( + + CaAt, . {Zd^t, 9)), 

Démonstration. — Nous ne notons pas a et a qui sont fixés. Nous posons 
u = z/{t -9), V = z/{t - 9f. Compte tenu de ([I7D-([ISD, il vient : 

Y{9) . u = + z = u{X, . + B{9)) + vA{9). 

En utilisant les développements 

A{s) = A{t) -{t- s)A'{t) + {t- sfÀit, s), B{s) = Bit) - (t - s)B{t, s), 
oii s) et B{t, s) sont de degré < 2n — 3 en (t, s), nous obtenons 

Y{9) ■ u = u{B{t) - A'{t)) + vA{t) + uXi ■ + zC{t, 9), 
oii C{t, s) est polynomial en (t, s) de degré < 2n — 3. 
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D'autre part, Y{t) ■ u = ¥{6) ■ u - (r^^ - 6'°"i)Xi ■ m, et en écrivant 

1°""^ — 3°"^^ = (t — s)S{t, s), nous obtenons 

Y{t) ■ u = Y{e) ■ M - Xi ■ ((t - s)s{t, e)u) - uXi ■ e"-\ 

où S{t, s) est de degré < n — 2 en (t, s). Quand on remplace Y {6) ■ u par 
l'expression que nous en avons obtenue ci-dessus, les termes en Xi ■ 6°'~^ 
s'éliminent, ce qui donne le lemme. □ 



3.6. L'application de Blaschke. — Nous poursuivons maintenant la 
discussion amorcée dans la Section 3.4, dont nous reprenons les nota- 
tions. Le tissu T est présenté sous la forme normale (|TT|) . Ses normales 
génératrices VLj sont définies par f[T^ . Nous nous donnons une base B de 
l'espace de ses relations abéliennes. Les applications de Poincaré Kj sont 
définies par flTBl) . Leurs propriétés sont décrites dans le Lemme 13.71 En 
particulier, pour x donné, les points Kj{x) appartiennent à une courbe 
rationnelle normale cr(x), de degré q{d). 

Posons 

d 

P{x,t) = \[{t-9,{x)). 

i=i 

Il s'agit d'abord de paramétrer la courbe a{x) qui passe par les points 
/tj(x) = [(t>f\x) : ■ ■ ■ : (l)'l^'^^\x)\. Écrivons = z"^^ Vtj et 

z,{x) = {zf\x), . . . , zf^'\x)) e C^+^{0}. 

Lemme 3.10. — Pour tout x & (M, xq), la courbe a{x) est la projection 
canonique dans de la courbe de C^"^"'^\{0} paramétrée par 

(21) ^M = t^y:(^y 

j=l 3\ ) 

Démonstration. — Le point x de (M, xq) ne joue aucun rôle dans ce qui 
suit, nous ne le notons pas. 

L'application t H- z{ï) est polynomiale de degré < d— 1 et la projection 
canonique de son image passe par les points Kj. Il suffit de montrer que 
z{ï) est en fait de degré < q{d). 

C'est une conséquence du Lemme [121 Les composantes de Zj{t) sont de 
la forme z'^'^if) = Cjf^'^\9j) oii f^^\t) est un polynôme de degré < q{d) 
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et (ci, . . . , Cd) la solution du système f|T^ . Montrons plus généralement 
que si f{t) est un polynôme de degré < d — 1 alors 

j=i 3 

ce qui donne le résultat. Compte tenu de ([H]), on a d'abord 

V P{t) , v^ P(t)-P(g,) _ 
2^ t _ . - 2^ t _ ^ - ^' 

i=i ^ i=i ^ 

puisque -P(6'j) = et que pour t fixé, {P(t)—P{s))/ (t—s) est un polynôme 
unitaire de degré d — 1 en s. En général on en déduit 



d 



E ^ '=,m) = /(*) - m E = /w. 

i=i i=i 

si fit) est de degré < (i — 1 car pour t fixé, (/(t) — f{s))/ (t — s) est un 
polynôme de degré < d — 2 en s. □ 

L'application 

(22) k: (M,Xo) X 

est définie en composant l'application z i— )■ z{x,t) avec la projection 
canonique. Elle est de rang > r + 1 en tout point. En effet, en choisissant 
la base B comme dans la Section 3.4, dont on reprend les notations, 
on trouve que t + 0{\x\) et Yla=i ^°~^^a,a + ^(I^P) pour a = 1, . . . , r, 
figurent dans un système de coordonnées homogènes de /î(x,t). 



Le résultat crucial suivant nous permettra dans le prochain chapitre 
de décrire précisément la variété de Blaschke du tissu T. 

Proposition 3.11. — L'application [2^) est de rang constant r + 1. Le 
noyau de sa différentielle au point {x,t) G (M, xq) x P^ est donné par le 
système 

n 

(23) dt + J{x,t) = 0, ^t""^m„,„(x) = 0, a = l,...,r, 

a=l 

OÙ J{x,t) est une 1-forme sur (M, xq) dépendant analytiquement de t. 
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Démonstration. — Comme nous savons que k est de rang > r + 1, il reste 
à montrer que dn{x,t) s'annule sur l'espace défini par (1251) . 

Si l'on exprime localement k dans une carte affine de P^, cela revient à 
dire que dn est de la forme du = Co{dt + J) + Y^l^=i CJait). Par définition 
des champs de vecteurs Ya^ait) pour a 7^ 1, nous avons : 

Q r n r 

dK = —dt + ^ ^(Ya^ait) ■ K)ma,a + ^{^al " fi)lait). 
a=l a=2 a=l 

Il s'agit donc de montrer, toujours dans une carte affine de P^, qu'on a 
des formules de la forme 

(24) Ya,a{t) ■ K = 9a,a-ô^, « 7^ 1, 

oii les ga,a sont des fonctions sur (M, xq) x C. 

Il suffit de démontrer ces formules pour t ^ {6i{x), . . . ,6(i{x)}. Nous 
pouvons alors prendre les 



i=i ^ 



comme système de coordonnées homogènes de k. Les Zj^'^ sont des fonc- 
tions sur {M,xo) qui vérifient (fT3|) et, pour tout j, diz^^^n^) = 0. 

Comme les systèmes qui définissent les feuilletages J-'j sont complè- 
tement intégrables, nous pouvons appliquer le Lemme 13.91 à chacune des 
fonctions Zj^^ ce qui nous donne 

En sommant par rapport à j, nous obtenons 

car Ca^aii) s) et da^t, s) sont de degrés < 2n — 1 en (t, s), donc 

d d 

i=i i=i 
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compte tenu de f|T3l) . Au voisinage d'un point {x,t), on choisit Aq tel que 
2;(Ao) Q -;(A)^^(Ao) g^ygç, _\ ^ _Xq forment un système de coordonnées 
affines de k et 



Dans cette section nous démontrons nos principaux résultats. D'abord, 
nous montrons que la variété de Blaschke d'un d-tissu semi-extrémal de 
type (r, n) est de dimension r + 1. C'est une conséquence directe, compte 
tenu de sa définition, de la Proposition 13.111 

La méthode canonique permet alors de donner une représentation ca- 
nonique d'un tissu semi-extrémal T comme tissu d'incidence sur un germe 
de variété, d'éléments des courbes rationnelles normales de la variété 
de Blaschke de T. Mais nous ne savons pas si cette représentation est 
algébrique en général. Toutefois dans le cas d'un tissu qui de plus est de 
rang maximal, nous vérifions que sa variété de Blaschke appartient à une 
classe Xr^i^niç), voir la Définition 11.161 

Ceci nous permet de traiter le cas des tissus de type (r, 2) sans difficulté 
dans la Section 3, car une variété de la classe AV+i,2(q') est une variété de 
Veronese d'ordre q. 

Les variétés de Veronese jouent un rôle majeur dans [19] oii elles ap- 
paraissent comme des projections distinguées de variétés d'une classe 
Xr+i^n{q) générale. Les plus simples des résultats de Pirio-Trépreau |19] . 
exposés et complétés dans les Sections 4 et 5, suffisent alors pour montrer 
que le modèle canonique d'un tissu de rang maximal est algébrique. 

Nos autres énoncés principaux découlent directement du précédent, 
mais en s'appuyant sur des résultats plus profonds de |19] . 

4.1. Propriétés de la variété de Blaschke. — Soit T un (i-tissu 
semi-extrémal de type (r, n) sur un germe (M, xq), de rang + 1. Rap- 
pelons, voir la Définition I1.13[ que sa variété de Blaschke X-j- est l'in- 
tersection de toutes les sous-variétés projectives de qui contiennent 
les courbes rationnelles normales cr(a;), x G (M, xq), de degré q{d). Nous 
notons q = q{d). 

Nous reprenons les notations de la Proposition 13.111 L'application de 
Blaschke, qui paramètre la réunion des courbes cr{x) est de rang constant 




ce qui termine la démonstration. 



□ 



4. Résultats d'algébricité 
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r + 1. Son image X est donc un germe, le long de la courbe o"(a;o), de 
variété analytique lisse de dimension r + 1. Soit 

(n \ n 

j=l ) j=l 

l'application définie par k^"'\x, ti, . . . , t„) = (k(x, ti), . . . , k{x, tn))- 

Le noyau de sa différentielle au point de base est donné par les 
équations 

n 

dtj + J{Xo,9j{Xo)) = 0, ^^Oj^XoT^^nia^aixo) = 0, 

a=l 

où. a = l,...,r et j = l,...,n. Le second groupe d'équations donne 
^a,a{xo) = pour tout o ct « douc dx = 0. Le premier groupe 
d'équations donne alors dti = 0, . . . , dtn = 0. Comme la source et le but 
ont la même dimension (r + l)n, on obtient que k^") est un isomorphisme. 

En particulier, pour tout voisinage U dans X, par exemple du point 
Ki(xo), les courbes cr(x) qui passent par ce point recouvrent un ouvert 
non vide de U. 

Lemme 4-1- — La variété de Blaschke Xj- du tissu T est une sous- 
variété projective irréductible de dimension r + 1 de . 

Démonstration. — Nous pouvons supposer que la remarque qui précède 
l'énoncé s'applique en G C^. Il s'agit de montrer que le germe lisse 
(X, 0) est contenu dans une sous- variété algébrique de C^, de même di- 
mension r + 1. L'irréductibilité de la variété Xj- est alors une conséquence 
de sa définition et du fait que le germe X est irréductible. 

La démonstration qui suit est standard. (C'est l'occasion de réparer 
une bévue dans [22] . page 430.) Nous paramétrons l'espace des (A^ + 1)- 
uplets de polynômes . . . ,PN+iit)), nuls en et de degré < q par 

la famille 7 G C'-^"'"^^'^ de leurs coefficients. A tout 7 est associé le germe 
d'application 

tG C,0, x^{t)=\— - 

\l+PN+l[t) l+PN+l[t)^ 

Quand 7 décrit C*^^"*'^^'', on obtient en particulier des paramétrages de 
tous les germes lisses en de courbes rationnelles de degré < q. 

Comme p7v+i(0) = 0, les composantes de x^{t) sont développables en 
des séries entières de t dont les coefficients sont des polynômes en 7. 
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Si f{x) = J2\a\>i^aX°' est une fonction analytique sur (C^, 0) fixée, 
comme x.y est de valuation > 1, les coefficients de la série entière com- 
posée f{x^{t)) sont encore des polynômes en 7. Cette série est donc nulle 
si et seulement si 7 appartient à un ensemble algébrique déterminé par 
la fonction f{x). 

Finalement, comme le germe {X, 0) est défini par l'annulation d'une 
famille de telles fonctions f{x), on obtient qu'il existe un ensemble 
algébrique K C C'-^+^^i tel que l'image d'un germe x^ est contenue dans 
{X, 0) si et seulement si 7 appartient à K. 

Soit K la sous-variété projective de ^(^+1)"? obtenue en complétant K. 
Le germe d'application (7,t) ^ x^(t) est la restriction d'une application 
rationnelle : K xF^ --^ P^, dont F image est une sous- variété projec- 
tive X de qui contient par hypothèse le germe de X en et donc, par 
analyticité, le germe X lui-même. Quitte à remplacer K par l'une de ses 
composantes irréductibles, bien choisie, nous pouvons, en conservant la 
propriété précédente, supposer que K et X sont irréductibles. 

Il reste à voir que X, qui est de dimension > r + 1 par hypothèse, 
est de dimension < r + 1, autrement dit que est de rang < r + 1 
au point générique de x P^. C'est évident car, si U est un voisinage 
assez petit d'un point donné de K et si e > est assez petit, l'image de 
U X {t E C, \t\ < e} par est contenue dans dans un voisinage donné de 
dans (X,0), par définition même de K. □ 

L'ensemble des courbes rationnelles normales de degré q de P^ est un 
ouvert irréductible de la variété de Chow des 1-cycles effectifs de degré q 
de P^. Notons CRg(P^) son adhérence et CRq{X-j-) la variété algébrique 
fermée des éléments de CRg(P^) dont le support est contenu dans X7-. 
La variété d'incidence 

= {(x, (ai, . . . , a„)) G CR,(Xr) x , (ai, . . . , a^ e x"} 

est une variété projective compacte et la propriété de l'application k^"-) 
mentionnée au début de cette section montre que la projection canonique 
une submersion en au moins un point de /'■"^ Elle est donc 

surjective. 

Ceci démontre le Théorème 11.141 Nous le précisons maintenant dans 
le cas 011 le tissu T est de rang maximal. 
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Lemme 4-2. — La variété de Blaschke d'un d-tissu de rang maximal, 
de type {r,n) avec q{d) >n — l, appartient à la classe Xr+i^n{(l{d)) . 

Démonstration. — C'est une conséquence directe de la Définition 11.161 
Il s'agit en fait de vérifier ici que cette définition coïncide avec celle qui 
est donnée par la Définition 1.1 de |19j . Les deux définitions diffèrent 
seulement par la formule qui donne la dimension de l'espace engendré 
par une variété X de la classe A'r+i,„(g). 

Nous avons défini ici par + 1 = pr,n{d) où. d = q + r{n — 1) + 2. 
Pour économiser l'espace, nous notons Cj, au lieu de ( J les coefficients 
du binôme. Soit 

g = p(?2 — 1) + m — 1, p > 1, m G {1, . . . , n — 1}, 

la division euclidienne de q par n — 1. Nous avons 

N + 1 = J2iiP-h)in-l)+m)CZLi 

h=0 

P P 

= (pin - 1) + m) ^ C^;i_i - (n - 1) ^ hCl'^l_^, 

h=0 h=0 

et comme h^^.^^^^ = rC,+^„i et }2),=o ^r+h-i = ^r+p, 
N + 1 = (p(n-l) + m)C:._,^-rin-l)CX 

= (r + l)(n - 1)01X1 + ^^l+P - - l)C'rîp 
= mOlXl+i + {n - 1 - m)Cl.^p. 

C'est la formule qui donne dans [T9j Théorème 1.1. □ 

4.2. Le tissu T comme tissu d'incidence. — Nous continuons avec 
les notations et les hypothèses de la section précédente. Nous rappelons 
d'abord ce que nous a donné la méthode canonique dans le Chapitre 3. 
Soit T\, . . . ,Td les feuilletages qui composent le tissu semi-extrémal T. 
Nous notons encore q pour = d — rin — 1) — 2. 

Soit . . . , 4>d^)-, 1 < A < A^ + 1, une base de l'espace des relations 
abéliennes de T en xq. Les applications de Poincaré sont données par 

X e (M,Xo), Kj{x) = [^f \x) : ■ ■ ■ : c^f^'\x)]. 
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Chacune d'elles est de rang constant r et constante le long des feuilles de 
Ty Son image est donc un germe de variété lisse {Zj,pj), en pj = kj^xq), 
de dimension r, et la submersion induite 

: (M,Xo) ^ {Zj,pj) 

définit le feuilletage J-'j : ses fibres sont les feuilles de J-'j. Les points pj 
sont deux-à-deux distincts. 

D'autre part, chaque point x G (M, xq) détermine une courbe cr{x), 
une courbe rationnelle normale de degré q, qui passe par les d points 
Kj{x) et l'application x i— )■ cr(x), à valeurs dans une variété de Chow 
convenable, est une immersion, donc induit un isomorphisme 

a:{M,xo) ^ (S',a(a;o)), 

oii (S', (y{xo)) est un germe de variété lisse de dimension rn. Enfin, nous 
venons de montrer que ces courbes sont contenues dans une variété pro- 
jective Xj- de dimension r+1 dont le Théorème 11 . 14l précise les propriétés. 

Nous identifions à présent (M, xq) à (S',cr(a;o)) par l'isomorphisme a 
et nous considérons le tissu T = {J^i, . . . , J^d} comme un tissu semi- 
extrémal de type (r, n) sur (E',xo). 

Pour plus de clarté nous notons maintenant x un point de (S', xq) et 
a(x) la courbe de Xj- qu'il définit. 

La courbe cr(xo) est transverse aux germes {Zj,pj) et le feuilletage J-'j 
est défini par la submersion d'incidence : (S',xo) — )■ {Zj,pj). 

Nous avons donc la représentation suivante, canonique à un automo- 
phisme de près, d'un tissu semi-extrémal de rang + 1. 

Proposition 4-3. — Soit X la variété de Blaschke d'un d-tissu semi- 
extrémal T , de type (r, n) avec r > 2 et de rang + 1 . // existe un 
germe (S', xq) de variété analytique lisse de dimension rn, de courbes 
rationnelles normales de degré q = q{d) de X , tel que T est isomorphe à 
un tissu d'incidence sur (E', xq) pour la paire {X, S'). 

On entend par là que le tissu sur (S',xo) est défini par les propriétés 
d'incidence des courbes a{x) avec d germes d'hypersurfaces lisses {Zj,pj) 
de X, transverses à cr(xo) en des points pj deux-à-deux distincts. Nous 
ne disons pas qu'une telle configuration définit toujours un tissu, mais 
c'est le cas par construction dans le cadre de l'énoncé. 

Ce résultat n'est pas satisfaisant. On aimerait montrer que le germe 
(S', Xq) est contenu dans une variété algébrique de même dimension, ce 
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que nous ne savons pas faire, puis que les germes {Zj,pj) sont contenus 
dans une hypersurface algébrique de Xf. 

Dans la suite de ce chapitre, nous ne considérons plus que des tissus 
de rang maximal. 

Soit X une variété de la classe Xr+i^nil)- On montre, voir |19] Lem- 



me 2.80, qu'il existe une et une seule composante irréductible Sx de 
l'adhérence de Zariski (dans une variété de Chow convenablement choisie) 
de la variété des courbes rationnelles de degré q contenues dans X telle 
que, pour tout (ai, . . . , a„) G X", il existe un élément de cette compo- 
sante dont le support dans X contient les points aj. Elle est de dimension 
m. 

Ceci permet de préciser la Proposition 14.31 lorsque le tissu T est de 
rang maximal. 

Proposition 4-4- — Sous les hypothèse de la Proposition \4 ■ 3\ et si le 

tissu T est de rang maximal, le germe (S', xq) est contenu dans la variété 
algébrique S^, de même dimension rn. 

4.3. Le cas des tissus de type (r, 2). — Nous démontrons ici le 
Corollaire I1.19[ c'est-à-dire le Théorème 11.181 pour n = 2. 

C'est un cas particulier remarquable. La démonstration n'utilise rien 
de |19] à l'exception de la remarque suivante, qui peut remplacer un 
argument fautif à la fin de la démonstration de Hénaut |13] . 

Si g > 1, par définition, une variété X de la classe Xr+i,2{.<i) engendre 
un espace de dimension N = i^^]^'^) — 1 et a la propriété qu'une paire 
générale de points de X est contenue dans une courbe rationnelle normale 
de degré q contenue dans X. 

Ces propriétés caractérisent la variété de Veronese de dimension r + 1 
et d'ordre g, c'est-à-dire l'image de P''+^ par le plongement de Veronese, 
défini par le système linéaire |Cpr+i(g)|. Cette caractérisation apparaît 
déjà dans Bompiani |4] avec une démonstration sans doute insuffisante. 
Elle est maintenant bien établie, voir le Théorème 1.5 de |19] et les 
commentaires qui le suivent. 

La Proposition 14.41 nous permet de supposer que le rf-tissu T, de type 
(r, 2) et de rang maximal avec q = q{d) G N*, est un tissu d'incidence 



4. Nous n'utilisons pas les mêmes notations que dans |19| où cette variété est notée 
J^q{X) et où ce que nous noterons Sx.adm est noté T,q{X). 
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pour la paire (X7-, Sxr)- Il possède en particulier une relation abélienne 
complète, voir plus bas la démonstration du Théorème 11.221 

Comme l'isomorphisme de Veronese Vq : P''+^ — ). Xj- envoie isomor- 
phiquement la paire (P^"*"^, 6^,2) sur la paire (X7-, Sx-^), le tissu est iso- 
morphe à un tissu d'incidence pour la paire (P''"'"^, ^^,2)- Compte tenu du 
théorème d'Abel inverse, celui-ci est algébrique grassmannien. 

4.4. Tissus d'incidence pour une paire (X, Sx). — Soit X une 
variété de la classe AV+i,n(9)- Nous précisons maintenant la construction 
de tissus de type (r, n) esquissée dans la Section 1.4. Concernant les 
propriétés de la variété X, nous nous référons au Chapitre 2 de |19] . 

Soit 

g = p(n — 1) + m — 1, p > 1, m G {1, . . . , n — 1}, 

la division euclidienne de q par n — 1. 

Notons Xaik) le sous-espace de P^ = (X), osculateur à l'ordre k k X 
en a G Xreg. Soit (ai, ... , a„_i) G X^""^ et 

Ei = XaXp). \<i<m-1- Ei=XaXp-l), m-l<t<n-l. 
On montre que pour (ai, . . . , a„_i) générique, on a la décomposition 

(25) P^ = 

de P^ en somme directe projective des Ei : ces espaces engendrent P'^ 
et Er=i'(dini^^ + 1) = X + 1. 

On lui associe la projection osculatrice de centre ©"=2^i?i : 

(26) ^:P^\©^J2'^^->^i- 

Bien sûr, si n = 2, le centre de la projection est vide et celle-ci est 
l'identité. 

Nous avons introduit dans [19] la propriété d'être admissibles pour 
différentes sortes d'objets. La notion de base est celle d'un n-uplet ad- 
missible {ai, . . . ,an) G X". C'est une famille de n points deux-à-deux 
distincts de X^eg telle que n — 1 quelconques d'entre eux, pris dans n'im- 
porte quel ordre, définissent une décomposition de P^ analogue à f l25|) . 

Tout n-uplet admissible est contenu dans une courbe rationnelle nor- 
male de degré q définie par un point x de S^- Une telle courbe est appelée 
une courbe admissible de X. 
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La projection 9 : Xa^{p), définie à partir de n — 1 points 

ai, 02, . . . , a„_i d'un ra-uplet admissible, contenu dans une courbe ad- 



missible cr(a;o), a les propriétés remarquables suivantesP^. que nous men- 
tionnons en premier car elles nous servirons pour démontrer un théorème 
d'Abel inverse à la fin de cette section. 

1. La projection 9 induit une application birationnelle de X sur son 
image X', qui est une variété de la classe AV+i,2(p), donc une variété 
de Veronese d'ordre p. 

2. Pour tout a G cr(xo)\{ci2, • • • ,an-i}, la projection 9 induit un iso- 
morphisme du germe (X, a) sur le germe (X',^(a)). 

3. Si x G (Sx(a2)n- ■ ■nSx(a„_i),Xo), son image par 6* est une courbe 
rationnelle normale de degré p de X' et l'application ainsi définie 

r : (Sx(a2) H • ■ ■ fl Sx(a„_i), xq) (Sx', r(a;o)), 
est un isomorphisme. 

Nous avons noté T,x{o) l'ensemble algébrique des x G Sx dont le support 
contient le point a de X. 

Un isomorphisme de Veronese envoie (Sx',t(xo)) sur un germe de la 
grassmannienne des droites de P^"*"^. On en déduit que les courbes cr(a:), 
X voisin de Xq, qui passent par a2,...,a„_i, recouvrent (X, oi) et que 
les droites tangentes Ta^a{x) de celles qui passent aussi par le point ai, 
recouvrent un voisinage de Ta^ai^xo) dans Ta^X. 

Les propriétés qui suivent sont des conséquences des précédentes, voir 
|19j Sections 2.5 et 2.6. L'ensemble des x G Sx tels que la courbe a{x) est 
admissible est un ouvert hsse et Zariski-dense Sx,adm de Sx- Tout n-uplet 
de points distincts d'une courbe admissible est admissible. L'ensemble 
des points (dits admissibles) de X qui appartiennent à au moins un n- 
uplet admissible, est un ouvert lisse et Zariski-dense Xadm de X. C'est la 
réunion de toutes les courbes admissibles de X. 

Enfin, si ai,...,a„ sont n points distincts d'une courbe admissible 
a(a;o), les germes (Sx(aj),xo) sont lisses de codimension r et se coupent 
proprement : le germe en xq de Sx(ai)n- ■ ■nSx(ap) est hsse de codimen- 
sion pr, d'espace tangent en xq l'intersection T^QSx(ai)n- ■ ■nTa;(,Sx(ap). 



5. Voir [19) Chapitre 2. Les objets admissibles sont introduits dans les Définitions 
2.3 et 2.4. Les premières propriétés de la projection 6 apparaissent dans la Proposi- 
tion 2.6. La troisième apparaît plus tard, dans le Théorème 2.11. 
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Soit (7{xo) une courbe admissible et {Z,p) un germe d'hypersurface 
lisse transverse à ct^Xq) en p. Compte tenu des propriétés qu'on vient 
de rappeler, le morphisme d'incidence k : (T,x,xq) — )■ {Z,p) est une 
submersion et donc définit un feuilletage de type (r, n) sur (S^, Xq), dont 
les feuilles sont des morceaux de variétés de la forme Ex (a). 

Remarquons que si le germe {Z,p) était singulier ou s'il n'était pas 
transverse à ct(xo), une courbe admissible voisine de cr(xo) générale ren- 
contrerait le germe en plusieurs points et l'incidence ne définirait pas un 
feuilletage (régulier). 

Réciproquement, si J-' est un feuilletage de type (r, n) sur (S^, Xq) dont 
les feuilles sont des morceaux de variétés de la forme Sx (a), ces feuilles 
définissent un germe d'hypersurface {Z,p) avec Xq = ^x{p) et compte 
tenu de ce qu'on vient de dire, ce germe est lisse et transverse à cr(xo). 

Nous avons donc deux définitions équivalentes de ce que nous appelons 
un feuilletage d'incidence admissible, en un point de Sx,adm- 

Si Xq g Sx,adm, OU obticut uu d-tissu admissible sur (Sx,Xo) en se 
donnant d germes lisses {Zj,pj) d'hypersurfaces transverses à la courbe 
cr(xo) en des points distincts. Il s'agit bien d'un tissu, puisque p < n 
parmi les variétés Sx(pj) se coupent proprement en xq, comme on a dit. 
(Voir la Proposition 14.31 pour une notion peut-être plus générale de tissu 
d'incidence.) 

Nous pouvons donner un contenu rigoureux à la Définition 11.201 

Lemme 4-5. — Soit Z une hypersurface algébrique réduite de X , dont 
toutes les composantes irréductibles rencontrent Xs^dm- Pourxo G Sx,admj 
elle définit un tissu admissible sur le germe {T,x,Xo), d'ordre son nombre 
d'intersection avec toute courbe admissible de X . 



Nous dirons que ces tissus sont des germes du tissu algébrique d'inci- 
dence Tz défini par l'hypersurface Z. 

Démonstration. — Il suffit de vérifier qu'une courbe admissible générale 
rencontre Z transversalement en d points distincts de Z^eg. C'est une 
conséquence des Propriétés 1, 2, 3 et du commentaire qui suit leur 
énoncé : il montre qu'en partant d'une courbe admissible quelconque, 
des perturbations successives de cette courbe permettent de perturber 
ses points d'intersection avec Z ainsi que les directions de la courbe en 
ces points. □ 
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Nous avons la version suivante du théorème d'Abel inverse pour la 
paire (X,T,x). 

Théorème 4'6- — Soit T un d-tissu d'incidence admissible pour la 
paire (X, Ex)- S'il possède une relation abélienne complète, c'est un 
germe d'un tissu algébrique d'incidence pour cette paire, défini par une 
hypersurface algébrique Z de X. Ses relations abéliennes sont induites 
par les r -formes T^x- abéliennes sur Z et celles-ci sont rationnelles. 

Démonstration. — Notons Hj : (Ex,a;o) {Zj,pj) les morphismes d'in- 
cidence qui définissent le tissu T de l'énoncé. Par hypothèse, il existe 
des r-f ormes lisses (f)j sur les germes {Zj,pj), non nulles et dont la trace 
i^*j<t>j est la forme nulle. 

Si n = 2, le théorème se réduit au théorème d'Abel inverse usuel 
puisque la paire (X, Sx) est alors isomorphe à la paire (P''+^, 6^,2)- Nous 
supposons maintenant n > 3. 

Nous nous ramenons au cas n — 2 grâce à une projection osculatrice 
9 : X X' définie par des points ai, ... , a„_i de (j(xo), autres que les 
Pj. Nous utilisons les Propriétés 1, 2 et 3 ci-dessus. La variété X' est une 
variété de Veronese d'ordre p. Considérons la situation obtenue sur X' 
par projection des données. 

Sur X' nous avons d germes d'hypersurfaces lisses (Zj,p^), transverses 
à la courbe Xq — t{xo) aux points deux-à-deux distincts p'j, et sur chaque 
{Zj,pj) la r- forme lisse non nulle (p'j — {6\Zj)-k(t>j. 

Notons 

/î;:(Sx',a:[,)^(Z;,p;.) 

les morphismes d'incidence correspondant à la nouvelle situation. 

Dans la situation initiale, les morphismes d'incidence Hj induisent aussi 
des morphismes d'incidence 

\j : (Sx(ai) n • • • n Ex(an-2),a;o) {Zj,pj), 
où Xj = Kj o i et L est l'inclusion de Sx(ai) H ■ ■ ■ H Sx(an-2) dans Sx. 
Par hypothèse, la trace X*(f)j = t'*Ç^j=i ^^j'Pj) est nulle. 

Comme k'^ = 9\Zj o Xj o pour tout j, nous obtenons que la trace 

i=i i=i 
est nulle au voisinage de t{xq) dans Sx'. 
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Le théorème est vrai pour la variété de Veronese X' donc les germes 
{Zj,t{xq)) sont contenus dans une hypersurface algébrique Z', que nous 
pouvons supposer minimale pour l'inclusion, et les formes 0^- sont induites 
par une r- forme rationnelle 0' sur Z'. 

Remontant à X, nous obtenons que l'image (stricte) de Z' par 
est une hypersurface algébrique Z de X et (j) = {9\z)*4>' une r-forme 
rationnelle sur Z, telles que les germes {Zj,pj) sont contenus dans Z et 
que les formes (pj sont induites par restriction de la forme (p. □ 

Corollaire ^.7. — Soit Z une hypersurface réduite de X, sans compo- 
sante irréductible contenue dans X\Xadm- Les r-formes J^x-abéliennes 
sur Z sont rationnelles. 

Étant donné une r-forme Ex-abélienne sur Z, il suffit d'appliquer 
le résultat précédent au tissu algébrique Tz', oii Z' est la réunion des 
composantes irréductibles de Z sur lesquelles n'est pas la forme nulle. 

4.5. Démonstration des principaux énoncés. — Nous achevons 
d'abord la démonstration du Théorème 11.221 Les deux autres énoncés 
sont des conséquences de celui-ci et de [19] . Le lemme suivant se démontre 
comme le Lemme 14. 5[ Il montre que le théorème d'Abel inverse précédent 
peut-être appliqué à un tissu d'incidence sur un germe (S',xo), voir la 
Proposition 14.31 même si o"(xo) n'est pas une courbe admissible de X. 

Lemme — Soit (S',xo) un germe lisse dans Sx, de même dimen- 
sion m que Sx, et T un tissu d'incidence pour la paire (X, S'). Pour 
X G {T! ,xq) général, le tissu induit par T sur (S',x) est admissible. 

Démonstration du Théorème \1.2IA — Nous pouvons supposer que le ci- 
tissu T, de type (r, n) et de rang maximal, de variété de Blaschke X, est 
défini sur un germe lisse (S', xq) contenu dans Sx et de même dimension. 

Le tissu T admet une relation abélienne complète. En effet, il admet 
q{d)+l relations abéliennes dont les 0-jets sont linéairement indépendants 
quand ses sous-tissus propres en admettent au plus q{d). Une combinaison 
linéaire convenable de ces relations est donc complète. 

Compte tenu du Théorème 14.61 et du lemme précédent, le tissu T est 
un germe d'un tissu algébrique d'incidence pour la paire (X, Sx), ce qui 
donne le résultat. □ 

Démonstration du Théorème M .2'd — Nous continuons avec les hy- 
pothèses et les notations de la démonstration précédente. 
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Nous savons que le tissu T = {J^i, . . . , J^d} détermine une 0^,^- 
structure sur le germe lisse (S',a;o) oii il est défini, dont les feuilles des 
feuilletages J^j sont des sous-variétés distinguées. De plus, le tissu est 
isomorphe à un germe d'un tissu algébrique grassmannien si et seulement 
si cette structure est intégrable. 

D'autre part, voir |19j Théorème 4.4, la variété Sx,adm admet une 
Gf^n-structure, déterminée par le fait que les variétés 

Sx (p) = {a; G Sx, pea{x)}, p e X, 

induisent des sous- variétés distinguées sur Sx,adm- H est clair, de par 
leurs caractérisations, que les deux structures ci-dessus coïncident sur 
S' n Sx,adm, un ouvert dense de (S',xo). Si la Gr.,n-structure de Sx,adm 
est intégrable, la structure définie par le tissu T est intégrable sur un 
ouvert dense de (S', xq) et donc au voisinage de xo car, comme il s'agit 
d'une G-structure de type fini, la propriété d'être intégrable au voisinage 
d'un point est fermée. D'oii le théorème. □ 

Démonstration du Théorème \l.lS\ — Le cas n = 2 a déjà été traité. 

Le théorème est alors une conséquence immédiate d'un résultat essen- 
tiel, le Corollaire 3.8 de |19] . dont le sens est que si X est une variété 
de la classe Xr+i^niq) avec g 7^ 2n — 3, la G^.n-structure de Sx,adm est 
intégrable. 

Pour être précis, ce corollaire affirme que si g 7^ 2ri — 3, la variété X est 
«; intégrable >, une notion provisoire. Elle est alors « standard » d'après 
|19] Lemme 3.13, ce qui implique que la G^^^-structure de Sx,adm est 
intégrable d'après jl9] Théorème 4.4. □ 
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